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REVUE DE MATHÉMATIQUES 

Tome VII — 1900 



FORMULES DE LOGIQUE MATHÉMATIQUE 

par G. Peano 



La lettre F suivie de l'année, indique les éditions des « for- 
mules de Logique mathématìque », que nous avons successi- 
vement publiées: 

FI 888 = Calcolo geometrico, preceduto dalle operazioni della 
logica deduttiva. 

F1889 = Arithmetices principia, nova methodo exposita. 

F1894 = Introduction au Formulaire de Mathématiques. 

F1895 = Formulaire de Mathématiques t.l, partie I. Il a été 
publié partiellement dans la RdM. a.1891-1895. 

F1897 = Formulaire de Mathém. t.2 NI. 

F1898 = » » t.2 N2. 

F1899 = » » t.2 N3, 

Les symboles de Logique, combinés avec les symboles plus 
répandus de TAnalyse, constituent une idéographie, par laquelle 
on peut exprimer les différentes théories mathématiques. 

Cette idéographie est déjà assez vaste, car le Formulaire a. 1899, 
contient les principales propositions, de TArithmétique à la Geo- 
metrie et aux principes du calcul integrai, complétement expri- 
mées en symboles. 

Ces propositions ont la forme des formules algébriques com- 
munes. La différence est que les formules communes ne sont 
que la partie symbolique de Ténoncé d'une proposition ; les 
formulaires publiés par différents Auteurs ne contiennent en 
general que des fragments de propositions ; ces formules isolées 
sont quelquefois inintelligibles ; les conditions restrictives pour 
la validi té des théorèmes manquent en general. 

Les formules que nous publions ici sont des propositions com- 
plètes, avec la signification des lettres, et toutes les limitatiòns 
nécessaires. 

so, Vn. 1900 Bdli. t.7 1 



Les mots du langage mathc^matique commini montent à plu- 
sieurs miniera (il y en a 1000 à peu près dans les GEuvres d'Ar- 
chimede). Toutes ces ìdées sont exprim es, dans FI 899, par en- 
viron 100 svmboles. 

Nous avons conserve aux symboles la forme commune, lorsque 
cela a étó possible; ex: + , — , X ,> , = ,0,1, 2,... log , sin , e , -t... 
Lorsqu'il y a plusieurs notations en usage, nous avons adopté la 
plus ancienne, ou la plus rópandue. Lorsque nous avons dQ in- 
troduire un symbole nouveau, nous avons pris le mot du langage 
ordinaire, plus ou moins abrégé ; ex : pnt , vct , quot , resi,... 

Les propositions écrites en symboles sont notablement plus 
courtes que dans le langage ordinaire. On peut le remarquer 
dans tonte proposition symbolique, qui soit suivie de l'énoncé 
ordinaire selon TA. qui Ta trouvée. Dans quelques cas, comme 
dans les limites, les séries, les dérivées, Ténoncé ordinaire est 
tellement compliqué, qu'on supprime en general quelques con- 
ditions importantes. 

Cette abréviation ne dépend qu'en minime partie, d'avoir écrit 
« rest » au lieu de « reste » , mais bien de Tanalyse des idoes 
et par la suppression des inutiles. 

Les démonstrations, aussi réduites complètement en symboles, 
consistent dans une suite de transformations des propositions 
précédentes dans la proposition à démontrer, selon des règles 
étudiées par la Logique mathématique. 

Dans le langage ordinaire, on a plusieurs formes pour repré- 
senter une méme idée indiquée ici par un symbole seul. Nous 
donnons à chaque symbole un nom ; mais il convient de lire 
ce symbole, ou un ensemble de symboles, sous une forme qui 
satisfasse aux lois du langage ordinaire. 

Un peu d'exercice permet de lire les formules, en donnant 
aux propositions la tournure à laquelle nous sommes habitués. 

Lliistoire de la Logique mathématique est contenue dans les 
formules suivantes ; car les propositions sont accompagnées de 
la citation des Auteurs qui les ont énoncées. On peut la résumer 
en quelques mots. 

Les propositions de logique expriment des formes de raison- 
nement très communes dans les sciences mathématiques ; elles 
sont en partie intuitives. On ne peut pas indiquer celui qui, le 
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premier a fait usage du raisonnement d'une forme domiée; mais 
nous pouvons bien indiquer TA. qui Ta explicitement énoncée, 
et qui Fa réduite en symboles. 

Quelques formes de raisonnement, comme le syllogisme ont 
étó analysées par Aristote (Voir §1 P2"4). 

Peut-étre que dans les OBuvres des scolastiques oii trouvera 
d'autres formes ; mais la logique mathématiqne doit ses princi- 
paux théorémes à Leibniz. Il a introduit des symboles pour in- 
diquer les opérations et les relations logiques entre classes ; et 
il a ócrit les principales formules logiques qui contiennent une 
seule fois le signe =. (Voir §1 F2% 4*2, §2 P2-1, etc). 

Le nombre de ces formules a été augmentó par Boole a. 1854 
(§1 P4-3...) et par Schròder a.l877 (§2 P3-2...). 

McColl a.l878 et Peirce a.1867-1880 ont introduit les signes 
de déduction et d'égalité entre propositions : ils sont arrives 
à exprimer des formules contenant plusieurs de ces signes, ré- 
duites partiellement en symboles par les A. précédents. Voir 
§1 P3-6 4-0 5-3 

Un grand nombre d'A., qui ont étudié les mémes questions, 
sont mentionnés dans les formules suivantes, ou dans les édi- 
tions précédentes, ou leurs résultats ne sont pas encore réduits 
en symboles. 

Dans FI 888 et 1889, par Tintroduction des signes e et 3, nous 
avons expliqué la relation entre les deux calculs, entre classes, 
et entre propositions, et nous avons entièrement énoncé en sym- 
boles un ensemble de propositions. 

Plusieurs A. ont applique cette idéographie à diffórentes théories 
mathématiques ; en voici la liste : 

F. Amodeo, Aritìnetica particolare e generale, Napoli, 1900, p.411. 

R. Retta zzi, F t.l partie VII. RdM. t.4 p.l61. 

C. Rurali Forti, Collaboration à F t.l partie III. RdiM. t.3 p.75. 

— F t.l partie IV. Teo7Ìa delle Grandezze. RdM. t.3 p.76. 

— / numeri ne^atiin. RdM. t.3 p.l38. 

— Sulle classi derivate a destra e a sinistra, TorinoA. 1894. 

— Sulle classi ordinate e i numeri transfiniti, PalermoR. 1894. 

— Ijogica matematica, Milano, Hoepli, 1894. 

— Sul limite delle classi variabili, TorinoA. 1895. 

— Sur quelques propriétés des ensembles d'ensembles. MA. t.47 p.20. 
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C. Burali Forti, Il metodo del Grassmann nella Geometria proiettiva, 
PalermoR. 1896-97. 

— Ije classi finite, TorinoA. 1896. 

— Sopra un teorema del sig. G. Cantor, TorinoA. 1896. 

— Excercioe de traduofion en symboles de Logique Matkématique, Bul- 

letin de Mathématiqnes élémentaires, 1897. 

— Una questione sui numeri transfiniti, PalermoR. 1897. 

— Ijes propriétés form^es des opérations algébrìques, RdM. t.6 p.l41. 

— Sui simboli di Tjogica matem^atica. Il Pitagora, a. 1900, p.l. 65, 129. 

F. Castellano, Collaboration à F t.l partie II. RdM. t.d p.l. 
M. Chini, Collaboration à F1898. 

L. C o u t u r a t. La logique mathématique de M. Peano. Revue de Méta- 
physique et de Morale, a. 1899 p.616. 

G. Fano, Contributo alla teoria dei numeri algebrici, F t.l partie IX. 

RdM. t.5 p.l. 
C. G a r i b al d i, Contributo alla teoria degli aggregati, PalermoR. 1895. 

F. Giudice, F t.l partie Vili. RdM. t.4 p.l63. 

— Sidla determinazione dei Numeri Beali mediante somme e prodotti, 

TorinoA. 1894. 
A. Padoa, Collaboration k F1898, F1899. 

— Di alcune proposizioni fondamentali relative ed mutuo separarsi di 

coppie di punti, RdM. t.6, p.d5. 

— Ideografia delle frazioni irriducibili. RdM. t.6, p.90. 

— Note di Ijogica matematica. RdM. t.6, p.l05. 

— Conféreìices sur la Ix>gique mathématique. Universi té nouviOle de 

Bruxelles, a.l898. 

— Conferenze tenute nella R. Università di Pavia, a. 1898-99. 

— » » Roma, a. 1900. 

G. Peano, Principii di Geometria, Torino, Bocca, a. 1889. 

— Lejt propositions du V^»^ livre d'Euclide, Mathesis t.lO a. 1890. 
(Reproduit par Dickstein, Pojecia i mefody matemafi/kg a. 1891). 

— Démonstration de V intégràbilité des équations di/féreìitielles ordinaires. 

MA. t.37 a.l890. 

— Principii di Logica matematica. RdM. t.l a. 1891. 

— Principios de Ijógica matemàtica. El Progreso matemàtico a. 1892 p.20. 
(Traduction de la Note précédente"). 

— Sommario dei libri VII, Vili e IX d'Euclide. RdM. t.l. 

— Formule di Ijogica m/itenuitica. RdM. t.l p.24, 182. 

— Sul concetto di numero. RdM. t.l p.82, 256. 

— SuUa definizione del limite d'una funzione. RdM. t.2 p.77. 

— Lezioni di Analisi infinitesimale, Torino, a. 1893. 

(Une partie a été traduite dans : Genocchi, Differentialrechununs:, 
Deutsch von Bohlmann und Schepp, a. 1899). 

— F t.l partie V. RdM. t.4 p.33. 

— Sui fondamenti della GeometHa. RdM. t.4 p.51. 

— Notions de Logique mathématique. Congrès de Caen, a. 1894. 
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— Estensione di alcuni teoremi di Caudiy sui limiti, TorinoÀ. a.l8d4. 

— Sulla definizione di integrale. AdM. a.l895. 
(Tradolt dans Genocchi, id.). 

— Studii di Logica matematica, Torino A. a. 1897. 
(Traduit dans Genocchi, id.). 

— Generalità sulle Equazioni differenziali ordinarie, Torino A 1897. 

— Analisi della Teoria dei Vettori. Torino A. a. 1898. 

M. Pieri, Sui priìioipii che reggono la Geometria di posizione, Note I, II, II?. 
TorinoA. 1995-96. 

— Un sistema di postulati per la Geometria Proiettiva astratta degli 

iperspazi, RdM. a. 1896. 

— Sugli Enti primitivi della Geometria proiettiva astratta. TorinoA. 1897. 

— Nuovo modo di svolgere deduttivamente la Geometria proiettiva, Mi- 

lanoR. a. 1898. 

— I prinoipii della Geometria di posizione. TorinoM. a. 1898. t.48. 

— Della geometria elementare come sistema ipotetico deduttivo. Monografia 

del jmnto e del moto, TorinoM. a. 1900, t.49. 
G. Vacca, CoUaboration à F1898, F1899. 

— Sui pì'ecursori della Logica matematica. RdM. t.6 p.l21, p.l83. 
G. Vailati, Un teorema di logica matematica. RdM. t.l, p.lOd. 

— Ije 2>roprietà foiulamentali delle operazioni della logica deduttiva, 

RdM. t.l, p.l27. 

— Sui principi fondamentali della geometria della retta. RdM t.2, p.71. 

— Dipeìidetiza fra le proprietà delle relazioni. RdM. t.2, p.l61. 

— Sidle relazioni di posizione fra punti d'una linea chiusa. RdM. t.5 p.75. 

— Sulle proprietà caratteristiche delle varietà a una dimensione, RdM 

t.5, p.l83. 

— CoUaboration À F t.l partie I. 

G. Vi vanti, F t.l partie VI; RdM. t.4, p.l35. 

I. Zignago, Appunti di Aritmetica. RdM. t.4, p.l21. 

L* Algebra der Logik de M. Schrdder a. 1890-95 apparti ent à un autre 
ordre d'idées. Voir RdM. t.l p.l64, t.6 p.95. 

Nous en avons tire senlement quelqnes propositions (§2 P3'2). 

M. Frego est arrivò de son coté, a.l894, à une idéographie par laquelle 
il a exprimé des propositions sur Tidée de nombre. Voir RdM t.5 p.l22, t.6 p.53* 



La dernière édition complète des formules de logique a paru 
daus F1897. Dans les applications successives on a rencontré 
de nouvelles propositions, et Ton a vu Tutilité de nouveaux 
symboles, parus dans FI 898 et 1899. Des remarques impor- 
tantes ont étó publiées par MM. Padoa RdM. t.6 et Couturat. 

Une nouvelle édition des formules de Logique est donc né- 
cessaire. Nous réproduisons ici toutes les propositions de Lo- 
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g{que entièrement écrites en symboles, à Texception de queiques 
unes, qui contiennent des symboles non adoptés dans FI 899. 

L'utilité des symboles est mise en lumière, et mesurée par 
leurs applications. Nous supprimons donc toutes les discussions 
& cet égard contenues dans les óditions préc»dentes. Il nous 
sufflt de remarquer que les symboles contenus dans le §1, et 
notamment les trois 3> ^ ^^ ^ (sous-entendu) sont d'un usage 
universel ; ils se rencontrent partout ; combinés avec les sym- 
boles de TAlgèbre, ils permettent d'exprimer le plus grand nom- 
bre de proposi tions. 

Les autres symboles sont plus rarement adoptés. 

Les propositions sont ordonnées selon les signes qui entrent 
dans leur expression symbolique. Tonte proposition est indiquée 
par un nombre qui a une partie entière et une decimale. 

Le signe ^ indique le changement de la partie entière. 

Les abréviations des citations bibliographiques sont expliquées 
dans F1899. 
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§1 Cls fi 3 ; 3 ^ = 

^ 1. Notations 

•1 ah ... 

Les lettres ab ... z a ... désignent des objets quelconques. 

Les lettres variables, dans le Form., sont toujours en italique. 

Les Hig'ues ayant une signiflcation constante ont une forme speciale: 

3 = H y,....iO\\ bien sont indiqués par dea lettres grecques b i 2^ovl par 

des lettres romaines: Cls log mod ... 

On rencontre les lettres variabJes dans Aristote pour représenter les idées 
de Logique (V. P2-4); elles sont d'un usage comraun chez Euclide pour 
indiquer des points, des lignes, de^ nombres, etc. (V. §X Pl'3 ). 

Dans ces notes nous dirons qu'une lettre GStréelle dans une formule, lorsque 
la valeur de la formule dépend du nom de la lettre ^ dans le cas contraire la 
lettre est apparente. 

Une P (proposition) ne contenant pas de lettres variables réelles est dite 
catégorique, Sont telles les théorèmes et les définitions ; toutes les lettres qui 
y figurent sont apparentes. 

Une P contenant des variables réelles est dite condifionnelle. 

P. ex. la P : (soient a et 6 des nombres ; on a aò = ba) 
est catégorique. La P : ab •=, ha 

est conditionnelle ; elle est satisfaite si a et & sont des nombres ; elle ne Test 
pas s'ils sont des nombres complexes d'ordre superieur, per ex. des qua- 
ternions ; elle n'a pas de signiflcation si a et ò sont des objets dont on 
n'a pas défini le produit. 

A propos des signes 3 3 | nous donnerons les règles pour reconnaitre, à 
la position, les variables apparentes. 

Dans lelangage commun les pronoms « ceci, cela, le méme, premier, 
deuxième,... » jouent le róle des lettres variables. On pourrait les remplacer 
par les nombres 1, 2,... en faisant des conventions opportunes pour ne pas 
produire des ambigultés dans l'Arithmétique. Voir F1897 p.26. 

On divise une formule en parties par des parenthèses () [] } j 
ou par des points. 

On écrit un point là où l'on fait la di vision. Si à cette place on a déjà un 
point, on écrira un nouveau point, et ainsi de suite. Si cr, 6, e, ... désignent 
des signes quelconques, les groupements: 

a.hc ab.c ab.cd a:bc,d ab.cd:e,fg.\hk.l 

seront identiques à 

a(pc) (ab)c {ah){cd) a[{b€)d] t[(a6)(c(/)][e(/Ì5r)]l[(^fc)/] 
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Moiis donnons la préférence aux parenthèses dans les formuìes aìgélìriquefl 
et dans les tormules composées comme les algébriqnes, et aux points pour 
séparer les proposi tions partielles d*un théorème; car dans ce cas les pa 
renthèses seraient absolument incombrantes. 

Pendant longtemps on a indiqué le groupement des parties d'une fòr- 
mule par une barre horizontale supérieure ou inférìeure, dite tHnculum 
(Chuquet, Leibniz, ...). Selon cette convention les groupements précédents 

seront indiqués par 

abc abc abcd àbcd ahcdefghkl 



Cette convention, très claire, présente quelque difficulté typographique. 
Elle ne se rencontre plus aujourd'hui que dans les fractions et les racines. 

Si Ton complète les vinculums, en les écrivant aussi sous une lettre seule, 
on voìt qu'il y a autant de points que des espaces vides dans les vinculums ; 
les points sont les compléments des vinculums. 

La suite de troia lettres peut étre décomposée dans les deux formes écrites ; 
la suite de quatre lettres àbcd dans les 5 formes : 

a : bc , d a :b , ed ab , ed a , bc : d ab . e: d^ 
et en general la suite de n lettres peut étre décomposée en (2n)!/[n!(n+l)!] 
combinaisons binaires différentes. (FI 894 §10). 

Plusieurs con ven tions ont pour but de supprimer des divisions: P3'0, 7*1, 
§u Pll, §- Pl'2--4, §a PlOl, §+ P4-7, §X PI 01 ... 

Pour les fai re niieux ressortir, nous donnerons aux signes des dimensions 
différentes, et nous nous aiderons des espaces typographiques. 

Les parenthèses et les points sont des signes de l'écriture commune, bien 
quo Tusage soit différent ; dans les langages ordinaires le groupement des 
mots est indiqué par la construction. 

Les symboles du Formul. ont une signiflcation constante. En adoptant 
les parenthèses pour grouper les parties d'une formule, on ne pourra pas 
les adopter dans une autre signiflcation. Nous ne pourrons pas indiquer par 
{a) une puissance de a, avec Girard a. 1629 (voir §Q PI?/?-), ou la partìe 
entière de a, ou la valeur absolue de a, ou une fonction de a. En general 
une lettre seule ne sera jamais renfermée entre parenthèses, car elle n'est 
pas groupée. 

•3 Cls 

" Cls " signifle " classe ". 

Ce symbole a la forme K dans F1889 et dans les travaux de plusieurs 
Auteurs. Il a la valeur du mot *' ooog " d'Aristote, ** terminus " des scolas- 
tiques; et correspond aussi à *^ idée generale, nom commun, ..." du langage 
ordinaire, et aux expressions *^ ensemble, Menge " des mathématiciens . 
P. ex. dans TArithmétlque représentent des Cls les mots ou les symboles : 

N ou Ni =: « nombre entier positif » 

Np ^ « nombre premier » 
et par une convention generale: 

a-j-N = « a plus un N » ou « nombre plus grand que a » 



— 9 -* 

aXN = Nxa = « multiple de a » 
N* =: « nombre carré » 
N'-f-N' z= < somme de deux carrés ». 
Dans F1899 indiquent aussi des Cls les symboles simples n H r infh ^ 
Sgm Q q d 9 pnt vct quatemio. 

Leibniz prend pour exemples les classes de points, ou fignres; elles 
sont des segments de droite dans PhilS. t.7, p.229, 236, ... et des eercles 
dans ses mannscrits conservés à la bibliothèque de Hannover, Philosophie, 
t.7 fase. B.4. fol.1-3. 
Ces figures ont été aussi adoptées par Euler, a. 1768, et par d'autres. 

•4 e 

Soit a une Cls; xea signifle "a? est un a ". 

e est la lettre initiale du mot ìotì, 

Exemples: 9 e N» 13 £ N»+N« 2«»— 1 e Np 

Sur la possibilité de remplacer le signe e par une autre convention voir 
F1897 note à la P2. 

P signifie ** proposition ". Ce signe n'est pas un symbole de logique, 
car il ne se trouve pas dans les formules ; il est une simple abréviation. 

Les P catégoriques ne sont pas Tobjet du calcul logiquc. 

•5 3 

Soit p une P contenant une lettre x ; la formule X3p repré- 
sente " la classe des x qui satisfont & la condition p ". 

On peut lire le signe 9 par lo mot « qui ». 

Exemple : 1 b £C3(cc-— 3ac+2 =0) 

« Tunité est une racine de Téquation entro parenthèses ». 
Autres ex. : 

§quotP10 §DvjP1-0 §mpP2-6 §^P0 §MedP10 §iP10 §q' P4-0... 

Dans la formule x^p, la lettre sg est apparente. 

Les deux signes xè et -xs représentent des opérations inverses. 

Si Ton écrit le signe x£ en avant d*une Cls on a une P contenant la 
variable x; réciproquoment si l'on écrit le signe X3 en avant d'une P de 
cótte nature, on obtient une Cls. 

Les Cls et les P condì tionelles ne sont donc que deux formes pour repré- 
senter la mème idée. Nous préférons opérer sur le^ Cls. Une P condi- 
tionnelle, contenant une variable x, sera considérée sous la forme xsa, où 
a est une Cls. 

•6 ; 

« 

(a?;y) ou (a?,y) indique le couple, ou sy stèrne des objets x et y. 

Dans la notation (a7,y), très répandue en Analyse lorsqu'il s'agit de 
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fonctions de plusieurs variables, les parenthèses sont nécessaires, pour ne 
pas produire des ambiguYtés avec la iiotation P2'0. 

On peut les supprimer dans la notation (x'^y), où les parenthèses ont la 
valeur expliquée par la PI -2. 

x\i/'^z indique le système des trois variables a?, y, «, qu'on peut considórer 
comme le couple forme par (ar;y) et z. Voir P7-1. 

Soit p une P contenant deux variables x et y '^ {^WÌ^ représente la 
classe des couples {xt,ij) qui satisfont à la condition p. 

Si a est une Cla de couples, {x'^y)£a représente une relation entre les deux 
objets X et y, et tonte relation entre les deux variables sera ici écrite sous 
la forme {x;y)£a. 

Ex : (2/5 ; 3/5) £ {X',y)3(x'+y* =1) 
signitìe « le couple (2/5 ; 3/5) satisfait à Téquation x^-}-y^:=l ». 

Soient a et 6 des Cls. a'^b signifie « tout a est & », 
Soient p et q des propositions contenant une variable x ; 

1^ 'Da:' Qy 

signifie " de p on déduit, quel que soit .-r, la q ", c'est-à-dire : 
" les X qui satisfont à la condition p satisferont aussi à la g ". 
Si les propositions p et g contiennent deux variables x, y, 

signifie : " tout système x,y qui satisfait à la condition p est 
aussi une solution de la condition q ". 

Et ainsi de suite pour un plus grand nombre de variables. 

On sous-entend les indices au signe 3? lorsqu'ìl n'y a pas 
d' ambigulté à craindre. 

La P «Z)6, qu'on peut aussi lire « la classe a est con tenue dans la 6 » , 
est dite « universelle aflirmative » . 

Aristote a exprimé la relation à^y) par une périphrase (Voir P2'4); Leibniz 
par «a est &», et par a \ b. Segner a. 1740 et Lambert a. 1765 respecti- 
vement par a<6 et «>6; car le signe ZD correspond au signe < ou >, ou 
mieux à ^ ou ^, de l'Algebre, selon que dans la classe on considero le 
nombre des individus qui la composent, ou le nombre des idées qui la 
déterminent. 

Le signe 3, qu'on peut lire « est contenu » , est une déformation de 3, 
lettre initiale renverséc du mot « contient ». 

Il a été introduit par Gergoiine a.l816. Voir RdM t.6 p.l83. 

Les sigues e et 3 ont des propriétés différentes ; la relation 3 ©st tran- 
sitive, la e ne l'est pas 'T2-4); la e est distributive par rapport h sj, la ZD 
ne l'est pas (§u P40) ; la s est commutable avec -, la 3 ne Test pas 
(§- Pl-5). Une autre différence est donnée par §aPll. Le^ signes £ et 3 
sont liés par des relations, dont la plus importante est §f P'2. 
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Dans la formule pZ)q ^ p s'appelle Hypothèse, abrégé en Hyp ou Hp, 
et q la thèse, abrégé en Ths. 

On sous-entend les indice^ ^ 3» lorsqu'il est le seul signe de déduction; 
ou lorsqu' il représente la déduction principale, qui porte le plus grand 
nombre de points à ses còtés; ou si le théorème a la forme pIDiqZDf), 
Les indices sous-entendus sont toute^ les variables réellos contenues 
dans THp. 

Les lettres qui, exprimées ou sous-entendues, figurent comme indices au 
signe 3 sont apparentes dans la déduction. 

Opérer par xs sur la P universelle à^ìb 

signifie la transformer dans la déduction xsa ,'Z)x . xsb 

« de la condition xsa on déduit par rapport à a? la xeb ». 

Opérer par X3 sur la déduction p .'Z)x . q 

signifie la transformer dans la P universelle {xsp) "Zi (xaq) 

Ex. 6N 3 2N « tout multiple de 6 est pair » . 

Opérons par xs ; on a : xs 6N rj. a:^ 2N, 

où l'indice x au signe 3 est sous-entendu 

Ex. asKp .3. (a— l)!+l£Nx« x 

Le signe 3 se rencontre aussi entre P, sans porter des indices, P5-01. 

Quelquefois, dans les démonstrations, le signe 3 li© deux théorèmes, 
et uè porte pas d'indices. Il est alors une abréviation dù mot «on déduit». 
Cette abréviation se rencontre sous la forme *.• dans Peli (v. RdM t.6 p.l23), 
et sous la forme 3 dans Abel t.l p.36. Dans ce cas on peut considérer 
les signes des idées primitives comme indices à 3- 

Dans le F, lorsqu'on rencontre l'expression xsa, a est toujours une Cls. 
Analoguement dans la formule o3^> si un membre est une Cls, l'autre 
Test aussi. On pourrait remplacer la P-4 par «xsa signifie a est une Cls, 
et X est un a », c'est-à-dire ajouter la P : 

xsa .3. as Cls t F1889 P62 i 

Voir Padoa RdM t.6 p,105. 

•8 f> 

La Cls commune aux Cls a et 6 est indiquée par arò ou par ab. 

L'aflarmation simultanee des propositions p et q est indiquée 
par p^, ou par pq. 

Pour supprimer des parenthèses on convient que : 
pq'^r signifie (pq) 3 ^% etp'^qr signifie p 3 (9*")- 
p. 3? et p 3- 9 signìfiént p .3- ?• 

Le signe ^, qu'on peut lire «e^», et qu'on appelle signe de la multipli- 
cation logique, est en general sous-entendu entre des P. 

Ex. (2N)n(3N) 3 6N 6N 3 (2NX3N) 

Npn(4K+l) 3 N*+N« Girard a. 1634 p. 156 : 

« Tout nombre premier qui excede un nombre quaternaire de Punite se 
peut diviser en deux quarrez entiers. » 
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ae}i .3. «(«+1) « 2N . a(a+l)(a+2) « 6N 

a^N . a'f N» O- ««N» ofN . a<17 .3 a'—a+H e Np 

Dans ces ex. T indice a au sig^e 3 ^t sous-en tenda. 

a£ Np . 6f N+1 O. &a-i— 6 s NXa I Fermai t 

lei le signe 13 porte les indices sous-entcndus a et Ò. 
Ex. où 3 A des indices explicites : 

se Cis . les : xes Oj? • 2: -fi e « 0« N3^ ( principe dMhdnction ) 

§+2-5 §nl-2 20 §Rl-2 3*0 §r21-2-5-6-9 §Num 11 §mltlO §mp 1-5 ... 

•9 = 

oc=y signifie " x est égal à y ". 

Le signe d'égalité a la forme or ou cx>, déformation de la lettre initiale 
de cegualis, de Viète à Leibniz; la forme ^, qu'on rencontre dans 
Record a. 1552, adoptée par Wallis et Newton, est devenue ensuite 
d'usage uni vergei. 

La plus grande partie des proposi ti ons contenues dans le Formul. s 'ex- 
prime par les seuls signes de logique € , 3» et n (sous-entendu), combinés 
avec les signes algébriques. 

Le symbole Cls nous est nécessaire dans les propositions de Logique ; le 
signe 3 nous explique le doublé róle du signe 3 entre classes et entre 
propositions ; le système de variables se rencontre corame indice au signe 3- 

Définitions 

Df signifie « défìnition >. 

Df? » « défìnition possible ». 

Supposons ordonnés les signes qui représentent les idées d'une science. 
La défìnition s\nnbolique d'un signe simple a; a la forme 

X ^ (expression composée par Ics signes précédents) Df 

Ont cette forme les Df des individus : 1, 2, 3, ... , 00, e, C, i, tì, 
et des Cls : Nj, n, R, r, infti,Np, 1^, Sgm, Q, q, q'. 

Si l'on difìnìt une expression contenant des Icttres variables, et s'il faut 
d'abord limiter la sìgnification des lettres, la Df a une Hp. 

Ont une Hp les Df de + — X / |^ > Num 2 II ! mod max quot rest 
Dvr mlt Cmb mp 1' Log E p Med X lim sin D / ... 

Une Df considérée en elle méme, sans s'occuper de sa place da^s une 
théorie, est une égal ite, dont le premier membre contient un signe qui 
no figure pas dans le second, ou qui y figure dans une position differente. 

Df? marquc les égalités qui ont la forme que nous venons d'expliquer. 

Ex: §Ni -5 § <102 03 §R 101 §r 2-5-9 §> 1-1 §> 2'5-6 3-7 6-01 ... 

Le signe Df ? exprime donc une propriété intrinsèque d'une P ; le signe 
Df une propriété relative à sa place dans une théorie. 

Supposons fixé un ordre aux idées des sciences mathématiqnes. Une Df ? 
qui contient dans un membre une idée, et dans l'autre des idées prece- 
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dente8, peut étre prise comme Df réelle de la première. S*il y a plusieui'S 
Df ? qui remplissent à cettc condì tion, on choisira la plus commode. 

Les idées, dont la Df symbolique fait défant, s'appellent « idées primi- 
tives » relativement à Tordre fìxé. Il y a néce^sairement des idées primi- 
tives, car on ne peut pas definir la première idée, ni le si^e ^, qui 
figure dans tonte definì tìon. 

Si Ton change l'ordre des idées d*une science, une P qui jouait le róle 
de Df peut se transformer en une Df?'; une idée, qui étaìt primitive 
relativement au premier ordre, peut ètre définie, et réciproquement. 

Il convient de donner aux idées d*une science un ordre tei que le nombre 
des idées primitives soit le plus petit possible. 

Nous reneontrons trois idées primitives dans TArithmétique (§+Pl); et 
trois dans la Geometrie (§ vct PIO, 20 et 80). 

Les idées primitives sont expJiquées par le langage ordinairo, et sont dé- 
terminées par des Pp (P primitives) ; celles-ci jouent le róle de définìtions 
par rapport aux idées primitives, mais n'ont pas la forme. ' 

On peut, si l'on veut, donner aux Pp la forme des définìtions symbol iques. 
P. ex. au lieu de prendre comme idées primitives dans l'Arithmétìque les 
idées représentées par les signes , Nq , +, et de les déterminer par 5 Pp 
(§ + 2-1--5), on peut definir le système (0 , No , +) comme le système sa- 
tisfaisant à ces 5 Pp. 

Parmi les principales formcs de Df symboliques qu*on rencontre dans le 
F, nous mentionnerons les définìtions «par abstractìon » , où Ton définit 
l'égalité de la mème fonction de deux varìables, sans definir eette fonction. 
Ont eette forme les §Num -0, §1' 20 §vct 7-3. 

Ex. de Df « par induction »: §+ 4-1-2, 61-2. 

Ex. de Df où les deux membres sont connus: §— P2-4. 

Les deux membres de Tégalité qui consti tue une Df doivent contenir 
les mémes varìables réelles. P. ex. la § - Pl*41 : a«N ,ZD. a — a =0 

n*est pas une Df? ; elle le devient sous la forme : 
= « valeur constante de a— a, où aeN ». 

Tout signe definì peut étre supprimé, en le remplacjant par sa valeur 
donnée par la Df. 

Démonstrations. 

Dm signifle « démonstration » . En general les démonstrations sont ren- 
fermées entre [ ] . 

Les démonstrations, dans les sciences mathématiques, sont composées 
d*une suite de propositions convenablement liécs. 

Ces P ne diffèrent des théorèmes que par leur moindre importance. Nous 
pouvons donc les exprimer complétement en symboles. 

La liaison entre les P est indiquée dans le langage ordinaire par « on 
déduit », que nous traduirons par 3- Elle est une forme de raisonnement. 

Les loia de logique, contenues dans la suite, ont étc en general trouvées 
en énon^ant, sous forme de règles, les déductions qu'on rencontre dans les 
démonstrations mathématiques. 
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Panni les rcgles plus iinportantes il y a le syllogisme, composer. exporter, 
importer, la substitution, et Himplitìer. 
Soient /;, 7, r, s doH propositious. 
Syll, abréviation de Syllogisme, indique la forme 

Si les propositions sont réduitcs k la forme a?ea, où a est une Cls, le 
syllogisme est exprimé par la P2"4. Mais nous appliquerons le Syll mAme 
lorsqu'il s'agit de P non encore ròduites à la forme xsa. 

Cmp (composer) indique la forme 

PD(I . PDr O. 7O Qr . 

Voir P3*4. En combinant les ra.isonnements Cmp et Syll, on a la forme: 
P3-61 p'Z)q ' pD^ . qr 3? O. pZyf . 

Importer signifte passcr de la proposition p'Z)'Q'D^ ^ 1^ Wl3^- 

En réunissant les hypothèses, on réunit aussi les indices au signe 13. 

Exporter indique la transformation inverse. Voir P7*3. 

Par ex. soit la P : a^N . be Nx« . cfi NX6 O- ce Nx« 

où le signe 3 porte les indices sous-entendus rt,6,c. 
Export Oj ^^^ • ^^ Nxa .3' c€ Nx& -3? • cs Nx« 

Opérons par C3 : a^N . bs^Xa .13. Nx&I3Nx«. 

La substitution consiste k remplacer dans un thóorème a de la forme 
P'Dx,y'"Qì l^s lettres variables 2C,?/,.-- par defl expressions constantes ou 
variables a fi.,, ; on désigne par 

{afi,,..)\{x,y,..,) Va 
la nouvelle P. Le signe | sera étudié dans son g. 

Toute P doit otre écritc sous sa forme la plus simple. Si l'on cffectue 
une substitution dans une P, il peut arriver que la nouvelle P ne se pré- 
sente i)as sous la forme plus simple ; il faut la simplifier conime suit : 

a) Si l'Hp ne contient plus de lettres variables, et si elle est vraie, 
on la supprime, et Ton alfirme la Ths. 

P. ex. soit la P .rsNp .3. (x— 1)!+1 f NXac ' (a) 

(11 I xìPa O: ll£ Np .D. 10!+1 £ N X 11 

Simplif .3 101+1 fNxll. 

b) Si dans l'Hp il y a comme facteur logique xine P vraie, on la supprime. 
Ex. De la P: ^ «,Ò£N .3 («+6)'^ = a«+2rt6+6» (a) 

'(1 I 6)Pa . Simplif .D: «^N -D- (a+l)' = a»+2«+l. 

Si l'on exporte la P vraie, la règie b) est consóquence de la a), 

e) Réciproquement on peut unir k l'Hp dcs P vraies. 
Soit a un théorème : Hp . a .[3. Ths est donc une forme abrégée de 

a .13: Hp .3. Ths. 

d) Si dans l'Hp il y a comme facteur logique une P conséquence des 
autres, on la supprime. 

e) Si dans l'Hp il y a un facteur logique non nécessaire, on le supprime. 

f) Réciproquement on peut ajouter k l'Hp des fact^urs non nécessaire^ ; 
cela revient k dire que de l'affirmation simultanee de plusieurs propositions, 
on peut déduire l'affirmation de chaque proposition. Voir P3-3. 
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D'autres formes de raisonnemcnt soront indiquées par un nom : 



Di8trib^a,o) 
P3-1 


Opern 
3-5 


Coinnv> Assocn 
4-2 4-3 


DistribroO) 
5-3 


Distri b(3, a) 
6-2 


Distrib(£,^) 


Opers; 
1-5 


Commw Assoev^ 
2-2 2-3 


Di8trib(n,u) 
31 


Di8trib(3,u) 
41 


Transp 
§- 2-3-4-7 4-2 


Opera 

§a 1-21 


Eliminer. 
21 







Les P de log-ique sont en general évidentes. Les démonstrations n'ont 
pas pour but de nous assurer de la vérité de ces P, mais seulement de 
réduire plusieurs de ces modes de raisonnement à d'autres plus simples. 

Dans le Formul. une démonstration est réduite k une suite de transfor- 
niations, suivant des rég'les mentionnées, de THp dans la Ths. Ces trans- 
formations sont analogues aux règles algébriques pour résondre un système 
d'équations. 

En supposant ordonnées les P d'une science, une Dm doit déduire une P 
des précédentes. Une P peut avoir plusieurs djftmonstrations ; il peut arri ver 
.qu'il con Vienne déduire d'une P une autre précédente ; on pourrait appeler 
« démonstrations possibles » ces déductions; elles dévlennent des démon- 
strations si l'on ohange l'ordre des P. Ex.: §u P2'6, §«1'61. 

Les P dont la Dm manque, s'appellent Pp (propositions primitives). Si 
dans une science il y a des ìdées primitives, il y aura aussi des Pp, qui 
• fixent la valeur des premières. 

Une P est primitive, si l'on no l'a pas démontrée. Dans plusieurs cas 
on prouve qu'un système de w Pp est irréductible ; pour ce but on donne 
aux idées primitives 7i interpretati ons différentes de la réelle, et telles que 
chacune satisfasse à toutes des Pp, une à la fois exceptée. Voir §-j- et §vct. 

Dans quelque cas on prouve seulement que chaque Pp est indépendante 
des précédente^ ; on prouve l'indépendence ordonnée. Voir Pieri TorinoM 
a.l898 t.48 p.60. 

* 2. ^ e 

■0 ae Cls .3* ^,ysci ,=, xea . yea Df 

« Soit a une classe ; nous écrirons x^yea^ qu'on lira ^^x et y sont des a", 
au lieu de xaa . yaa » . 

La formule x^y^zsa signifìe a^.ysa . zen 

" x et y sont des a, z est un a ,, , qu'on lira '* a?, y, z sont des a ,,; et 
ainsi de suite quel que soit le nombre des sujets. 

Ex. 2»— 1, 2'-l, 2«— 1 8 Np 

a,&£N O. ab = ba . a«+ò*^2aò 

•1 afie Cls .3-. a'^b .=: xea r)^. xeb DI? j F1889 P50 j 

I Oper xe j j Oper X3 j 

Cette P relie les deux fonctions du sìgne 3 entre Cls et entre P, et ex- 
prime les règles « opérer par crs, ou par X3 ». Voir PI 7. 

Si l'on considére le signe 3 entre P comme une idée primitive, la PI 
definirà le méme signe entre Cls. 
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Réciproquement on pourrait essayer de prendre corame idée primitivo 
la valeur du signe ZD entre Cls, et d'eti déduìre la valeur entre les cor.- 
ditions xsa xsb par la méme P'I. Mais cette P contient déjà hi signe 3 
avec la signification < on déduit » entre THp et la Ths. 

•2 afiCls .3 ^D^ V 1 Leibniz voir P3-3 j 

•3 afie Cls . «36 . xsa .3 ccsb \ F1889 P55 j 

[ PI 0« a,6£Cls . aZy> Oi sc^a .3» • ^Jfift (1) 

(1) . Import O. P ] 
Appelons p et q les conditions xea xsb. Par la Df P'I, la P*3 devient : 
pZyi • P O* 9 « si d«f /} on déduit g, et la p est vraie, sera vraie la g ». 
Cette forme de raisonnement est une espèce de syllogisme. 

'A a,&,ceCls . a'^b . 63^ O- ^3^ { ^y^ t 

{ Aristoteles, Aìialytica Prioray lib. I, cap. IV: 
^ El TÒ A xarà navròg xov B, xal tò B xaxà navxbg rov F, 
àvdyxYi TÒ A xaxà navrhg xov F xaxrjyoQéiaOaL » j 

} Leibniz Mss. Philosophie viiB 4 fol.l7: 

€ Nota r aut vox est. eFd sive cTl e. Si éTd et dFa tune eTa. » | 

Cette P exprime le « syllogisme » abrégé en Syll. 

Soit xay une relation entre les objets x et y. Elle est dite « transitive » 
si xay . yaz O- 3C<^. 

Le Syll dit que la relation ZD ^^ transitive. La relation fi ne l'est pas. 
P. ex. de Te Np 

et Np fi ( ensemble infini illimité dénombrable ) 

on ne peut pas tirer de conséquence. On dit que e a le sens compose (sen- 

sus compositi), et 3D le sens divise (sensus divisi), xeg dit que a est une 
propriété de x ; x'^yi dit que a est une propriété des individus de la classe x. 

■5 aybfCyde Cls . a^b . 63^ • ^3^ O- ^3^ 

[ Hp . Syll .D. «De . cZyd . Syll .1). Ths ] 

•6 a,6,c£Cls 3- cT^b'^c .=. a^b . 63^ ^^ 

Oette abréviation se rencontre dans quelques démonstrations. 

* 3. D^ 

•0 ape Cls 3- ^^ = ^^ • ^^ ^^ •=• ^^ (^^) 
a,6,C£ Cls 3- ^^^ ^^ (^^)^ • 

a6 =c .=. {ab):s=ic : a= 6c .=. a=z(bc) : 

ab "^c .^=. (ab)"^ : oT^bc .^=:. aTyjbc) Df 

Ces conventions ont pour but de sous-entendre le signe rs et des parenthèses. 

•i afie Cls 3- ^^ ^^ •=• ^^^ •'^- ^^^ J^f? t Distrib(€, ^) j 

j F1889 P47 j 
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Cette égalité est une Df? (définition possìble), car le signe rs figure dans 
le premier membre entre Cls, 'et dans le second entre P. Si Ton suppose 
connue sa valeur entre P/ on en déduira la valeur de la formule xe ab ; 
mais pour avoir dans le premier membre ab seul, il est encore nécessaire 
la transformation indiquée par la P6'2. 

Réciproquement si Ton considère comme une idée primitive le produitaò 
de deux Cls, on déduira la valeur du produit logique entre les P xsa et xeb. 
Mais THp a,be Cìa, par la P2'0 est déjà le produit logique de deux P. 

Soient xay et xfiy deux fonctions de x,y, L^opération a est dite distribu- 
tive par rapport à la fi, si Ton a 

xa{yfiz) = (xay)p(xaz) |Distrib(a,^)| 

Le signe à droite indique le théorème qui exprime cette propriété. 

P. ex. Topération arithmétique X est distributive par rapport à -j-. 

L'opération e, dont le résultat est une P, est donc distributive par rap- 
port à f>. 

Ex. De la P : Npn(4N+l) D N»+N» 

Opér X3 . Distrib(€, n) .3: xe Np . x« 4N+1 O- xe N«+N*. 

•2 afie Cls .3 aò e Cls j FI 897 P22 } 

•3 a,6£Cls O- àb^a -31 HypP-3 .3 ab'2)b 
\ Leibniz, Specimen calculi universalis, PhilS, t.7 p.218 : 

« a est a » * ab est a» « aò est 6. » | 

•4 a,6,c£Cls . a'^b a^c .3- ^3 ^^ } Cmp j 

j Leibniz Id. p.222 : 

«Diversa praedicata in unum conjungi possunt, ut si coùstet a. esse 6, 
itemque aliunde constet a esse e, poteri t dici a esse oc. » | 
Elle exprime la forme de raisonneraent dite « composer » (Cmp). 

•5 a,6,C€ Cls . &3^ O- àb"^ OC j Oper <> } 

( Leibniz Id. p.222 : 

« Si 6 est e, tunc ab erit ac. Quod ita demonstratur : ab est 6, b est e, 
ergo ab est e, per regulam consequentiarum primam. ab est e, ab est a, ergo 
oò est oc per demonstrata supra. » | 

[ a,6,ceCls . 6Dc . P-31 .3 aòD6 . òDc . Syll .3. ab^c (1) 

» » » . P-3 . (1) .3. ab 3a . abZ^c , Cmp .3. oò 3 ac ] 

Cette P, analogue à §> P4'l, s^appelle « opérer par n ». 

La démonstration est la traduction exacte de celle donnée par Leibniz. 
Nous voulons décomposer les différentes déductions, qui sont complexes, 
dans les formes simples. On verrà par cet exemple comment cette décom- 
position soit longue. 

Hp signifie « hypothèse du théorème » ; dans notre cas : afiyCs Cls . 63c. 

Simplifier par la P3'3 signifie répéter la première de deux affirmatiouH; 
simplifìer par la P3'31 signifie répéter la deuxième. 

90. Vn. 1900 BdM. I 
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Noud commen^ons à décomposer l'Hp en affirmations simples : 

Simpl (P3-3) O: Hp O. afijCs CIh (a) 

Sìmpl (P3'31) O: Hp O. òDc (/?) 

Simpl (P3-3) .3 a,6,cfiCl8 O- «,ft«Cl8 (yi 

(a) . (y) . Syll O: Hp O- «,6« Cls ( ó) 

Simpl (P3-31) O: «,&,«« Cls O. c£ Cls {$) 

(o) . (e) . Syll O: Hp O- « Cls (s) 

Simpl (P3-3) O: ^M Cls O- «« Cls (C) 

(^) . (C) . Syll O: Hp O. of Cls (ly) 

Simpl (P3-31) fl,&fi Cls O. ^f Cls (6>ì 

(ò) . (^) . Syll O: Hp O. 6e Cls u) 
P3-2 .=: a,66Cls O- absCìs 

(ò) . P3-21 . Syll O: Hp O- oò e Cls ( m) 

(m).(d).Cmp .3 Hp .3 aM^Cls ,ifi, 

{ip) . (ff) . Cmp O; Hp O. a6,6,c e Cls («y) 
P3-31 .=: afiCls O. aòDò 

{ò) . P3-31 . Syll .3 Hp 0. oòDò ( /(^) 

(*y) • (*^) • Cmp 0« Hp O' obfi^cB Cls . 0636 (^«) 

(<fi) . (fi) . Cmp .3 Hp O- a&,&,cf Cls . aò3> . 63 (<ff) 
(aò,6,c)|(a,6,c)Syll 3: a6,&,c« Cls . a63) . 63 3. a&3 dC) 

(«ff) . (iC) . Syll 3: Hp 3. aò3 (^v) 
P3-3 .=: a,6€Cl8 3. aò3z 

(a) . P3-3 . Syll 3: Hp 3. 0631 ((« 1 

{la) . (ly) . Comp 3' Hp 3- ^'&,«f Cls (p^ì 

(x) . (ff) . Comp 3^ Hp 3' ab,a,ce Cls (;<a i 

(xo) . (id) . Cmp 3: Hp 3. abyOjCe Cls . aò3i (xy?) 

(j<^) . (m) . Cmp 3: Hp 3. » » . a63 (;fj' ) 
(a6,a,c)|(a,6,c)Cmp 3- ob^ayCe Cls . aò3» • «^3 O- àb^yic {xò) 
(xy) . (x<5) . Syll 3: P 

'6 aybyCjde Cls . a^^ • ^3^ O- <xd'^hc 
I Leibniz Id. p.223; 

« Si a est &, et d est Cy tunc o^ erit &c. Hoc est praeclarum theorema, quod 
demonstratur hoc modo: 
a est &, ergo ad est M per priora, 
d est e, ergo hd est &c rursus per priora, 
ad est M, et hd est &c, ergo ad est &c. Quod erat demonstrandum. » | 

{ McCoLL a.l878 P9 j 

[ Hp . P-5 3. adOibd . ìxTybc 3. Ths ] 

•61 a,6,c,d£Cls. oTy) . ajc . bc'^d .3 a^d JF1897 P3o! 

[ Hp . Cmp 3. a3)c . boDd . Syll 3. Ths ] 

•62 .ab^c.ac ^d Q. ab '^d |F1897 P37} 

[ Hp 3- àbZyic . 003^ O' Ths ] 

•63 . a'^b . bc 3d O. ac ^d JF1895 Plloj 

[ Hp 3. acZy>c.ÌKOd 3. Ths ] 



i" - 
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•64 ^. oT^bd . iT^c .3 ^D^ { Leibniz Id. p.218 j 

[ Hp . P-3 O. cry>d . hdry> . &Z>c O- The ] 

« 4. 

•0 ajbe Cls Q: a=6 .=. àT^h .b'^a lyti 

} Leibniz PhilS. t.7 p.225 : 

«Si a est 6, et ò est a, tunc a et & dicontur esse idem.» | 

j MCCOLL P7 : (a=6)z=(a:6)(6:a) j 

Cette P exprime regali té de deux classes par le signo 3- Le signe = 
se rencontre nécessairement dans toute définition, et ne peut pas étre défìni. 
Si Ton veuf considérer cette P comme une Df il faut regarder le deuxième 
signe = comme lié avec le signe Df. Leur ensemble signifìe « est égal 
par définition » ou « nons posons ». Il n'est plus le méme signe qui figure 
dans a=db. 

Ex : (2N) fs (3N) = 6N 
« les nombres multiples de 2 et multiples de 3 sont multiples de 6 » . 

N fs X3(3x— 2 B 5N) = 5N— 1 

€ Les nombres x qui rendent So? — 2 multiple de 5 s^obtiennent de la for- 
mule 5y— 1, en 7 rempla^ant y par tous les N ». 

•I afiCls .3- o^=^cia {Leibniz Mss. vii p.3: ^aAooA* \ 

[ (a,a,a)|(a,6,c)P3-4 . Simpl O: a^Cls .3. aDoa (1) 

(al6)P3-3 . Sìmpl .3: ub Cls .3. aàrya ' (2) 

(1) . (2) . Cmp . P-0 O. P ] 

•2 afie Cls .3- (ib = ba \ Comm f> j 

{ Leibniz Mss. viiB2 p.3 : * ab 00 bà^ \ 

Soit xay une fonction de x et y, L'opération a est dite commutative si 
Ton a xay ^=yax | Comm a | 

La P'2 exprime la commutati vi té de Topération n. 
[ Hp . P3-3 . P3-31 .D. a^D& • abOa . Cmp .3. ab^àa (1) 

Hp . (6,a)|(a,6)P(l) .D- àaZ)ab (2) 

(1) . (2) .D. P ] 

•3 a,byC£ Cls .3- ^(*^) = (^^)^ =^ ^^ } Assoc ^ } 

{ B00LE a. 1854 p.29 } 

On dit que Topération a est associative, si 

(xay)az = xaiyaz) | Assoc a | 

L*opération n est associative. 

[ Hp . P3-3 .3. (a6)cDa6 . oòDa .3. (a6)cDa (1) 

» » » . a6D6 .3. lab)cZìb (2) 

» (a6)cDc . (2) . Cmp .3. (aò)cD6c (3) 

(1) . (3) . Cmp .D. (a6)cDa(6c) ] 
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Soient p, Qf r des P contenant une variable, ou un système de 
variables x. 

•0 p .=j.. q signìfie 

•01 p .3jj- Q O- ** signifie 
•02 p .3*' ? •=• ^ signifie 

Ces P s'énoncent symbol iquement : 

•1 afieCls r^.\ ccea .=:^. xeb :=. a^zb Df 

'ì 1 a,b,C£ Cls .3" • ^^^ \Dx' ^^^ O- ^^^ •'•^=^- ^b'^c Df 

•12 a,&,ceCls .3 • ^^^ O.*' ^^^ •=• ^^^ •■•^^- a63^ . ac^'; Df 

Dans la formule p .=x .q^ la lettre a? est apparente. On soxis-entend 
Tindice au signe ^ lorsqu'il n'y a pas d'aiubigulté k craindre. Voir §1P3. 

Ex. aeNp .=. as N+1 . (a— 1)!+1 fi NXa 

§— Pl-3§nP3-6 §/Pl-3 §RP6-6P141 §rP101--3,-5--8 ... 

Dans ces exemples l'indice au signe = est toujours sous-entendu. 

Dans la formule p .3» • q O- ^» J^ premier 3 porte l'indice x qui peut 
étre sous-entendu; le deuxième ne porte pas d'indice. 

Dos deux formes p'Z^^q'Z^r et pq^yr, la deuxième est plus simple, lorsqu'il 
s'agit d'une proposition seule; mais la première est plus commode lorsqu^on 
a une longue suite de propositions qui ont une Hp commune; alors on 
peut mettre en évidence cette Hp, et l'écrìre une seule fois. 

Ex.: §R P2'6-7 P11-2--4. 

La P'il exprime, dans un cas parti culier, la règie de l'exporter. 

Ex. de la '02: a,ò,ceN .ID- «=& •=• «+c = 6+c 

a,6fiN O: «*+&' « 3N .=. cu 3N . hs 3N 



•2 a,6eCls .3" ^'D^ •=• ^^=«& Df? 

} Leibniz PhilS. t.7 p.214: «Omne A est B id est ab x).4.»{ 
Cette P transforme a^ en une égalité. Le signe 3 y figure aussi pour 
pour séparer l'Hp de la Ths. Voir F1897 P52 note. 

[ a,&f Cls . dry) . P2-2 .13. oTya . «Dò . Cmp .I3- àTyib (lì 

a.he Cls . àOib . (1) . P3-3 rj, àryah . a6Z)a . P4-0 rj. ct=ab (2) 

» » a=ab . P3-31 .3. «D^ Ì3) 

(2) . (3) .D. P ] 

•3 a,b,c£C\s .3« oT^bc .=. a^b.a^c \ Distrib(3;^) ì 

j Me COLL a.l878 P12: «(x: A)(cc:B)(x:C) = (.x: ABC). »} 
[ afiyCB Cls . aD&c . P3-3-31 .3. aD& . aZìc (1) 

(1) . Cmp .D. P ] 



•4 a,&,ce Cls . ab '^c . oc 3^ O- ^^ = ^^ 

[ Hp .3)« àbZyac . curyab .3- Ths ] 



JF1897 P55Ì 
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Ex. Appclons a, b, e les trois équations 

x+t/ ^m xyz=.n (x — y)* = m* — in 

Par des règles algébriques on a 063^ ac3& ; 011 dóduit T èqui va] enee 
das systèmcs ab et ac (mais uon de oò et bc), 

* 6. 

•i afiCls .3 a^{xea)=a Df? [FISSO P58} 

Cette égalité a le caractère d'une Df?, car le sìgne 3 figure dans le 
premier membre et non dans le second. Mais, contrairement aux autres 
Df, le premier membre est plus compliqué que le second. Dans la pratiqne 
on écrit le signe xb en avant d'une P réductible, mais non réduite, à la 
forme xsa, 

a 

•2 afie Cls .3 ^^ = X3{xea .^. xeb) Df? j Distrìb(3,^) ( 

IF1889 P60j 

[ P31 . Oper X3 .3 P ] 

Cette P dit que Topération ? est distributive par rapport à ^. 

•3 aeCls .3- ^= ^^( weCls . a^u r)u. xsu ) JF1897 P61t 

[ P2-3 .3 a,itóCls . àZ)u . xea O- ^c^^ (1) 

(1) . Export .3 ofiCls O-*- ^^^ O* ! tiéCls . aZ^u .3» • ^«i* (2) 

(2) . Oper X3 .3 o^Cls .3. a3 x?( • • ) (3) 
a£ Cls : tiE Cls . a^yu .3w • 2C^^ O^ a« Cls . a3« O^ 2Cf a (4) 

(4) . Export . Oper X3 .3 ^ Cls .3» 2C9(tt« Cls . a3^ «"Du . xeu) 3 « (5) 
(3) . (5) .3. P 1 
Ex. §w21Dm . 2-6Dm . §-38 Dm. 

'\ {x\y',z) = [{x;y);z] Df {F1898 P70{ 

•2 (a?;.y) z= (a;6) .=. a?=a . y=b Df ? JFISOT P71 1 

Sur cette P voir RdM t.6 p.65, p.ll9. 

•3 a,byCe Cls .3 • 

xea r^x: (x;y)eb r^y. {x\y)ec /.=: xea . (a?;y)e6 .3«»y- (^;y)^^ 

}F1894 §18 P2 ; 1897 P74} 

Consid6rons une condition contenant une variable x , et deux conditions 
contenant deux variables x et y, Nous écrirons la première sous la forme 
a;£a j où a est une Cls ; et les deux dernières sous la forme {x\y)Bb et {x\y)ic , 
où 5 et e sont des Cls de couples. Alors la déduction 

XBa . {x\y)Bb .'Z3x,y> (x',y)sc 
est identique à la 

XBa .3»; : (x;y>6 .3y . (a:;y)fc 
La P*3 est Texpression simbolique de règles € exporter » et « importer » 



doni nous aVons parie dans les « démonstrations » . Un cas particulier est 
la P5.ll. 
Ex. dans les Dém. des §RP21 §;Pl-2 §LmPl-l 1-4 

•4 a,6,cfiCls .^:: 

xea .3 «• y^^ Oy • (^>y) ^^ •••=••• y^^ Oy • ^^^ O ^- (^jì/)^ 

1 Peirce a.l880 p.24 : \x ^y ^j)\ = ty «K^c ^)t I 

•5 a,byC,deC\s O • • 

a?ea .3^?: ysb . (x]y) ec .'^y . (x;y)£d /.=.•. 

[ Import . Export O- ^ 1 
D'autres identìtés où figurent des relations entre plusieurs variables son 
contenues dans §3 P2. 

•4 OC=X I Ex. §+ 3-1 j 

•2 oczzuy 3. yz=:x 

•3 cc=^y . y=>J .3- ^^'!^=^ 

Ces trois propriétés de Tégalité sont ìndépendentes. Voir §vct P21*2-3. 

Si l'on suppose vérifiées les '2'3, et que, étant donne un objet x, il en 
existe un autre y tei que a?=y, P-2 3 2/=^» P*3 D ^'l- 

Voir Vailati RdM. t.l p.l27, t.2 p.l61, et De Amicis RdM. t.2 p.ll3. 

Uva des relations, différentes de Tégalité, et qui satisfont aux condi- 
tions •1*2*3. 

Sont telles les relations géométriques : 
« la droite x est parallèle à la y » 
« la figure x est superposable à la y » 
« la figure x est semblable, ou projective, à la .v ». 

Voir F1894 §39. 

Si réquation f[Xyy) = 0, où le premier membre est une fonction algébrique 
entière des nombres x et y, exprime entre ces variables une relation ayant 
les propriétés •l'2*3, elle est réductible à la forme Yx = Fy, où F est une 
fonction rationnelle. Voir IdM. a. 1900 p.37. 

•4 x=y=:z .=. x=y .y=z Df 

exprime une abréviation très connue. 

•5 aeCls . xea . y=x .3 yea \ F1895 §4 PIO } 

•6 x=y .==: aeCls . xea 3^. yea Df? { F1897 P80 j 

I Leibniz Id. p.219: «Eadem sunt quorum unum in alteriu» 

locum substitui potest, salva veritate. » | 

L'égalité x^izy signifie «tonte classe qui contient x contiendra aussi y», 
ou « tonte propriété de x est une propriété de ^ » ; ou « la vérité de la pro- 
pr)sition xsa, qui contient ce, n'est pas altérée si Ton remplace x par y, » 
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Cette P est ane Df ?, car le second raembre ne contieni pas le signe =: 
qui figure dans le premier. La difiiculté qu'on rencontre à la considérer 
comme mie Df réelle, que le signe = sert déjà dans la définition, peut 
étre écartée par la remarque à la P4'0. 

La P'6 ne donne pas tonte la signification de 2c=y, car on doit encore 
definir cette égalité pour les nombres négatifs, rationnels §nl'2 §R1'2, dans 
les Df par abstraction ; de P-1 on ne peut pas tirer la P4'0. V. F1897 p.39. 

Dans les traités d'Arithmétique on a les P 

2/3 =: 4/6 2/3 est une fraction irréductible 4/6 ne Test pas 

ce qui parait en contradiction avec la P'5. lei le signe 2/3 représente 
d'abord un nombre rationnel, ensuite l'ensemble des trois signes 2/3. 

•61 Dm PI asCÌB . xsa . Simplif O. xsa : P'6 O. P 

•62 Dm P-2 PI .3. xe Z3{z=x) . P'6 .3. ys y^izzzx) .3. P 

•63 Dm P'3 Hp .3: ofiCls . xza . P-6 .3. yBa . P-6 .3. zEa O. Ths 

•64 Dm P-5 P-6 . Import .3. P t P1897 P80-84 t 

§2 y 

•0 a,6eCls .3 ojb =^ oc3(€e CIa . a^c . b'^c r)c . xec) Df 

JF1897 P241J 

ouò, qu^on peut lire « a ou & » indique donc la classe des objets qui 
appartiennent à l'une, au moins, des classes a et b, 

L 'operati on indiquée par le signe u s'appelle e addition logique » . 

Ex. §Np P2-1 : Np f> (3+N) 3 (6N+1) u (6N— 1) 

§1^ 59 §Num 2,-31,'32^56 §max 3 §Dvr 1-33 §mlt 102-33 §q 43-7 §A 13 41 
§sin-i Pll, 21. 

Leibniz a indiqué Topération \j par le signe -|-, ou par le méme signe 
dans un cercle. Nous ne pouvons pas représenter par un méme signe les 
additions logique et arithmétique, sans produire des ambiguXtéa. P. ex. : 
Np + Np = 2(N+1), Np w Np = Np. 

Le signe -\- dans Boole a une signification un peu differente. 

•1 af),ceC\% .3- 

ahjc z:i (ab)uc : aubc = cnuibc) : aJb^y^ .=. (aw6)3c : aO^xjc .=. a'ZX'^) • 
aJb^jc = {aJb)jc : xe aJb .=. XB{(9Jb) Df 

•2 a,6eCls .3- ^^^Cls 

•3 » . a3 ^ • &3 ^^ 

t Leibniz PhilS. t.7 p.240 : « n est m aG) N* j 

[ §1P2'3 .3: a^h^cB Cls . a3c . &3c . xsa .3. x«c (1) 

(1) . Export .3: «,&« Cls . ajfia .3* cfi Cls . a3c . &3c .3o . xic (2) 

(2).P-0.3: » )» .3. scfiouft (3) 

(3) . Export .3: ajbz Cls .3: sc^a .3b . a» aJb (4) 
(4) . Operaci .3. P ] 
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U ajhyce Cl3 . a^ . V^ .3 ^ D^ I Leibniz Id. p.232 : 

e Si A est in C et B est in C etiam il-|-^ erit in C » | 

[ P'O . Oper xt 0« ^'f^* Cls O-*» 2c« au& .=: ce Cls . a3c . 63c .Z)c • 3C«c (1 • 

(1) . Simpl O.-. afit Cls . OM au& O^ <^« Cls . o3c . 6Dc •!> . xtc (2 

(2) . Import Oj afi^cB Cls . a» awò . oTy^ . ò3c O- **c (3 
(3) . Export 0«*' a,&,c£ Cls . a3<5 • ^Dq Os 35€ ouò .3* • 2Mc (4) 
(4) . Oper X9 O- P ] 

•5 ■ a,6,C£ Cls . a'^b .3 (M^'^b^ I Oper y } 

{ Leibniz Id. p.239 | ) McColl a.l878 PIO j 
'6 a,b,c,deCls . a'^b . c^d .3 cu^'^b^d j Leibniz p.232: 

t Si A est in M, et B est in iV^, erit A+B in Jli+^y. » | 
•61 «3 ^/^ • b'^d . (:3<^ O- ^D^ 

I De Morgan Foì^ial logie a.l847 p.l23 j 

^ 2. a,6,cfiCls .3 
•1 asja=:a t Leibniz Id. p. 230: 

«Si idem secum ipso sumatur, nihil constituitur novurn, seu A'{-AcdA,*\ 
[ Dfw .3 aua = x?(c€ Cls . a^yc Oc • a»c) . §lP6-3 O. P ] 

•2 0%^ = bua } Leibniz Id. p.237 | } Comiuw | 

[ Df w .3. o^ = x?(c£ Cls . al>? . iryc .3j . ajfc) 
Comm f> .3* * * • b'^c . «3^ -ID^ • • 

Dfu O. • 6ua ] 

'3 cujhjc = (iy(hjc) = {ajji)\jc I Assocw | 

{ ScHRòDER al877 P3' } 

[ (aJb)jc ^ x?[rfÉ Cls . aoò 3^ • O^ O* scf cf] 

= x9[dB Cls . «3rf . b^yd . c3^ O- ^mc/] 
= x3[c/£ Cls . aZyd . bsjcZDd O- ^^fd] 

•4 &3^ •=• ^^ =^ t Leibniz Id. p.232 : 

«Si B est in A, erit -4+tìcx)-4 ... Si A-\-B 00 A, tunc B erit in A,»\ 
•5 a3^ • &3^ •=• (^'Dc [ P1-2B-4 .3. P ] 

{ McCoU a.l878 p.ll ( 

•6 P-5 .3. Pl-0 

[ §1 P6-3 .3. au& = x?( c£ Cls . a w 6 3 e .3 . xsc) 

P'5 3- » » » . a3c . &3c . » ) ] 
De la P1*0, cousidéréc comme Df du signe w, nous avons tire les P suc- 
cessi ves. Réciproquement de la dernière 2'5 on peut déduire la 1*0; et poisque 
la '5 est conséquence des Pl'2'3*4, on aura une autre faQon de traiter cet 
ensemble de P. On peut introduire l'idée w comme primitive, en la déter- 
minant par les Pl'2'3'4, qui joueront le ròle de Pp (propositions primitives). 



^as- 
si Ton remplace a^jb par bZ)a, et arò par aJb dans les P : 

§2 P5-2-3-4-5-6-61 61-2-3 7-2-3 
on trouve §3 Pl-2-3-4-5-6'61 2-1-2-3 -4-5 

La méme snbstitution dans les démonstrations des premières P, permet 
de tirer dìrectement les dernières des Pl'2'3*4. 
Cette correspondence, dite « loi de duali té * , a été énoncée par Peirce a. 1867. 
Une troisième théorie du signe \j sera indiqnée dans §- P3'l. 

^ 3. afijCydeCìa .3- 
•0 àbsjoc ^a(buc) 

[ Pl-3 O. bZyKjc . cZyKtc . Oper n O. abZ)a{boc) . acja{bsjc) . Pl-4 O.P ] 

•01 a{hjc) 3 ^^^^^ Pp 

Cette P n'est pas conséquence des P précédentes. Pour reconnaitre son 
indépendence, il snffit de donner aux signes Cls, ^, ^ une interprétation 
qui satisfasse aux P précédentes, mais non à cette-ci. Considérons des points; 
par Cls indiquons les classes convexes de points, c'est-à-dire les u telles que 
ìieàuz=:u ; au signe n conservons sa valeur ; alors, par la Dfl'O , au6 indique 
< la plus petite classe convexe contenant a et & ». Il est aisé de voir que 
subsistetit les propositions précédentes du § u , et aussi les dualitiques, mais 
non la nouvelle '01. li faut donc, en suivant l'ordre que nous avons ici 
choisi, la considérer comme une « proposition primitive ». Voir §- P3-5. 

•1 a(6oc) = abyac [ =. PO . POI] j Distrib{v) I 

{Lambert a.l781 p.33: 

« Will man aber setzen (rn'^n)A, so ist dieses = mA-{-nA. » | 
•1 1 {aJ))C =zaCubc [Comm yj . Distrib (n , yj) O- P] 

'i 2 (aJb)[(Std) =zacsjadyjbc\jbd j Lambert id. { 

•2 ayab=a -21 a(aJ))=a j Schròder a.l877 PIGLIO'} 
•22 ((M))(buc) = a6uc [ Distrib(w,'^) ] } Peirce a.l867 p.250 | 
•23 (aJb)(hjc){cM)=^abubc^ca \ Schròder a. 1890 p.383 j 

•3 a=* .=:. OAjb'^ab \ SchrOder a.l890 p.382 j 

'4 ac'^ . àr)hjc .=. dry) j Peirce a. 1880 p.34 j 

•41 ac'^bc .cujc'^bsjc .=. oTy? j SchrOder a.l890 p.362 j 
•42 (ic = bc.€UdC=^hjC .=:. a=b j » a.l877 p.l2 j 

•43 ary? . 63? .=. OAjb'^bc } Padoa F1897 j 

•5 ar)bjc. ab 3d . ac 3^ Q. a^ { Pieri F1897 j 

^ 4. a,b,ce Cls 3. 
•0 xea .y. xeb .=. xs aJb Df { Distrib(e,w) j 

{ F1889 P48 } 

Cétte P exprime la somme logique de deux propositions xsa et xbò par 
la P x£ asJbj où ne figure que la somme de deux classes. Puisque toute P 
est réductible à la forme oc£a^ ou x est une variable, ou un systéme de 
variables, on aura défini la somme de deux P quelconques. 
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Ex. §Np Pl-2 : we Np . 6,C€N . bXc £ NXa -3 he NXa .^. cb Nx» 

Ex. §X 1-5 2-4 §|V5-4-5 §> 2-4-5 ... 

La P-0 dit que Topération e est distributive par rapport à w. L'opération ZD 
ne l'est pas. En effet de (N+1)* 3 4Nw(4N+l), on ne peut pas tirer 
(N+l)« 3 4N, ou (N+1)' D 4N-J-1. 

•1 X3{ xea .y. x£b ) = aj) Df? | Distrib(3 ,w) } 

j F1889 P62 j 

[ P-0 . Oper X3 O— P ] 
Cette P exprime la somme logique de deux classes par une somme de P. 

•2 ar)c.y.bZ)c O- ^Zy^ \ McCollViSTS P13 j 

•21 a'^b .w. oT^ .3- àry^jc » » P14 

§3 A 
^ 1-0 /\ = (C3{aE Cls .3^. xea) Df 

A indique la classe nulle. Leibniz Ta indiquée par N, initiale de Nihil ; 
Boole et ses continuateurs par 0. Ce signe ne se rencontre plus dans F1899 
où il est exprimé par Ics signes - et g. Nous le conservons lei, car il 
permet de traiter simplement quelques théories logiques. Ex: 

N'n(N'+N*) =A * i^ ^'y ft P«^s de cubes, sommes de deux cubes ». 

•1 A ^ Cls i F1897 P436 \ 

•2 ae Cls O- AD« ! F1888 §2 P13 | 

[ PO O-'- 2C£ f\ .3: «^ Cls .3» • ^^<^ (1) 

(1). Import O'*' X€ /\ , as Cls .3- ^cea (2) 

(2). Export .3-'' «5 Cls .35 ^^ A 'ZDx • xea (3) 
(3).0perxfi .3. P ] 

•3 afiCls .3 ^'^A = A 1 Boole a.l854 p.48 j 

[ P-2 . §iP5-2 .3. P ] 

•^ OS Cls 3: a3A .=• «=A \ F1889 P38 | 

[ P-2 .3. P ] 

•5 ae Cls 3- ^= A •=• ^^ Cls .3^ . a'^b Df? 

j F1897 P300 t 
aybyCjde Cls .3- 

•6 a36 . 6=A 3- ^^^=A [ P-4 . Syii .3. P ] 

•7 a3& • ^^^=A O- ^<?=A t Aristoteles id. id. j 

•8 a'^c . 63^ . cd=A 3- cf^à=/\ \ De Morgan a.l847 p.l23 j 

u A ♦2. a,6,c,rffiCls .3: 
i ouA = » I Boole a. 1854 p.47 j 

[ Hp . P-2 .3. A D « . §^ P2-4 .3. Ths ] 
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i aJ)=:\ .=. a=/\ .&=A } BooLE a. 1854 j 

I F1888 §6 P9 j 

[ Pl-4 O: aJ) =A .=. cdJ) DA 
§u P2-5 O: » .=. «DA . &DA 
Pl-4 O: » ~. «=A .&=A ] 

•3 a=/\ .u. &=A O- a6=A 1 F1895 §3 Pll j 

•4 dj) = ou? . ari) =:/\ • ^^^ =A \D' ^^=^ 

•5 aJ)=:C\dd . a=e . a6 =A • cd=:/\ .3 '^=^ 

{Leibniz Id. p.234: « Si ^+B 00 C+D et A od e, erit BooD, modo ^ et ^ 
itemque C et D sint incommanicantia. » | 

j Hauser a.l829 §291 j 
•7 àr)hjc . ab=/\ .3- ^3^ } ^E Morgan a.l847 p.l22 j 

Une remarque curìeuse est la suìvante. Rempla^ons : 
xs Cls par xs N 

a3& » ^'^fr , ou par « a est un diviseur de & » 
arò » « le plus petit des nombres a et & » ou par « le plus grand 

commun diviseur entre a et & » 
aJb » « le plus grand des nombres a et ò » ou par « le plus petit 
multiple commun entre a et 6 » 

A » 1 

Subsisteront toutes les P précédentes qui ne contiennent que les signes 
indiqués, comìne les §2 P3-4-5 P5-2--64 P60--3 P7-2-3'4... P. ex la §A P'2-7, 
par la deuxième substitution devient: 

« Si le nombre a divise le plus petit multiple commun entre b et e, et 
s'il est premier -avec &, alors il divise e ». 

§4 - 

^ l'O Soit a une Cls ; -a indique la Cls des " non a ". 
•01 Soit p une proposition; -p désigne sa négation. 

Ex. de la négation d'une Cls, §NpPl-0 : 

Np = (N+1)-[(N+1)X(N+1)] Df. 

e Nombre premier signifie nombre (supérieur à Tunité)^ non décomposable 
dans le produit de deux nombres ». 

Dans ce cas, et dans §Ni bl §r 7 §|^ 35 §max 10 §Dvr 1-81 §Np 5-2 13-0-2-3 
§1' 4-6-7 §log 1-1-6-7 §qn 20 §Subst 30 5-4 §q' 5-3 §tng 6*5 §vct 8-83 701-2-3-4 
§D3'2*37 45*3 on a toujours l'expression 6-a où la classe a est contenue 
dans ò. 

Dans §^ 4*0 §qn 21*0 la classe a n'est pas nécessairement contenue dans 5. 

Ex. de la négation d'une P: 

§>10-01 : afis N . -(0=6) .3. a'+6» > 2ab . 

Autres ex : §+ 2-4 §Ni -3 §r 101-3-4 11 §|^ 4-2'3-5-6-7 §5 2-6 §Num 01 03 
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•65-3-8 §-ri-6 §maxl2-2 §quot2-7 §Dvrl-9 §NplO'312-2 §Sgra -3 §lim 151 
§q' 2-5 4-2 5-2 §;r4-2 §tang60-4 §vct60-35-37 61-8 §D 3-21 51-'3. 

Nous avons cltés presque toutes les P du F contenant le signe - . On voit 
que leur nombre edt très petit. 

Le signe de négation se rencontre sons la forme du signe — de l'Arithraé- 
tiqne, avee lequel il présente qnelques analogies formelles, dans Leibniz, 
Segner, Boole,..., avec la méme valeur, ou avec des valeurs semblablcs. Dans 
quelques travaux il a la forme *--« . 

Nous ne donnons pas ici une définition symbolique de la négation ; nous 
la considérons comme une idée primitive, dont la valeur est déterminée par 
Ics proposi tions primitives 2*1 •2*3. ^ 

Les P3*8, §( P'6 indiquent la possibilité d'autres théories, où la négation 
est définie; dans F1897 P363 et 433 sont indiquées deux autres théories; 
mais elles ne sont pas développées. 

•1 aeCls .^. -(^£a)=a?e-a Df? 

'ìi » ma=:x3 ^xea) Df ? 

Les P lient le doublé róle de la négation entre P et entre Cls ; la .1 
exprime la négation d'une P par la négation d'une classe; la -11 exprìme 
la négation d'une classe par la négation d'une P. Il suffit donc de consi- 
dérer l'une des P*0*01 comme exprimant une idée primitive, et preudre une 
des P-l'll comme Df. 

Pour supprimer des parenthèses on fait les conventions suivantes : 

•2 Xmzzzy .=, '{oczzzy) Df 

a,teCls .^: -3 a>^a .=. "(xea) Df 

•31 x^y^ea .=. x^a.y^ea I Ex. §NpP6-2--4 | Df 

•4 XB~a .=. XBira) : a~b:=af>^ : -fl3& .=. (-a)36 : -a=6,=. (-a)=6 Df 

•5 xe^a .=. 0? -£ a [Pi. p-3 .D. P ] t Comm(£,-) j 

On dit qu'une opération a est commutable avec la fi si afixzrfiax. Cette P 
dit que les opérations £ et - sont commutables. L' opération 3 n'est pas 
commutable avec la -. En effet de -(Np32N+l) « non est vrai que tous 
les nombres premiers soient impairevS » (car2£ Np), on ne déduit pas 
Np 3 "(2N+1), « tous les nombres premiers sont pairs » . 

j M--5 F1889 P46, 61,... | 

^ 2. a,b, ce Cls .^. 

•1 -a £ Cls Pp 

•2 -(-a) =a I Leibniz Mss. viiB 2 p.3 : « ^ oo nonwmA >» | Pp 
•3 ab 3^ O- ^^^^ Z) "^ ! Transposer j Pp 

•4 a'^b .3 ■* 13 -« » 

[Leibniz Mss. Phil viiB 2 foL17 : « -4 est 5 ergo noni? est non^l » t 

[ Hp O. (-^yoa . ary) O- (-&)«!» . P'3 O- (-6)(-&)D-a . Simplif .3. Ths ] 
Nous appelons t transposer» l'application des P'3*4, par Tanalogie qu'elles 
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présentent avec la transposìtion dea termes dans uno égàlité ou inégalité 
algébrique. La règie '3 est appelée quelquefois « la loi des inverses » . Nous 
appelons ausai « transposer » les règles P3'7'71, et 4'2. 

La P*4, conséquence des précédentes, remplac* la Pp*3 dans les Dm des 
P-5-51-52 31 ... 

•o a'^b .=. -6 3"^ [ P*^ • (-ò,-a)|(a,6)P-4 .D. P ] 

I F1888 P8 i 

•51 a=b .=. -a = -& [ P-5 .D. P i 

•52 a=b .=. a^h . -a^-ò j F1897 PI 18 j 

•53 aA^ah) = a^ \ F1897 P117 \ 

•54 a^b .=. a-6 '^b \ Padoa F1897 P122 j 

•55 a^ = b-'a .=. a=6 j Vailati RdM a.l891 p.l03 j 

•6 ab '^c .=. o-c 3 "^ t PeiRCE a.l880 p.35 j 

[ P-3 . (-c,-6)|(6,c)P-3 .D- P ] 

•6i a,&,<?£Cls . ab'^c . a^b'^c r^. a^c 

•62 {aM))c =• {acy(bc) ( Boole a.l854 p.34 j 

•63 ab = ac .=. a^b=^a^ t Whitehead a. 1898 p.40 j 

w - ^ 3. a,byC,d,xe Cls .3 

•i owft = -|(-aK-6)] Df? 

[ §2 P5-3 .D. abZDa . ab^b . Traiisp .3. - oTJ -(06) . - O -(«*) (1) 
(1) . %u Pl-4 .D. -au-òD-(«6) (2) 

(-a , -6)|(a,6) (2) O. a^ D -[(-« )(-ft)] (3) 

§u Pl-3 .3. a3iw6 . 6Daw6 . Transp -D. -(owò) D -a . -{au&) 3 -.6 . 
Cmp .3. -(a^) D (-fl)(-ò) . Transp . -(-«)(-^) D «^ (4) 
(3) . (4) .D. P ] 

•2 -(owé) = (-a)(-6)' [ P-i O. P ] 

•3 a'>6 1= -[(-a)w(-6)] Df? [ (-a , -òj|(a,6) P-2 .D. P ] 

•4 -(afe) = -a w -& [ p-3 .3. P ] 

{ -l--^ De Morgan a.l8o8 p.208 j ÌSchroder a.l877 p.l8j 

•5 P2-1^2-3.P3-l .3. §wP3-01 j F1897 P215 j 

[ afifCS CIs .3- àb'Zyàb . ac^ytc . Transp .3- «-('^/6)3 "^ • (t'4ac)'Z^ -e . 
Cmp . a'(ab'y{{ic)'Z) -^c . Transp .3'«-(-&-c) 3 -K«^)-(«c)] . P'I . 
3- fl5(&uc) 3 ^ ^ «e ] 
La P'I exprime l'opération \j par les ^ et - ; dans F1897 on l'a prise comme 
Df. La P-5 dit que de la '1, et des propriétés de la négation on déduit la 
§w P3*01, qui se presenta ici comme Pp. 

•6 a=a6wa-6 [Lambert a.l781 p.ll: «a = aa;4-a|x» } 
•7 a-6 3^ •=• ^3 V^ t Peirce a.l867 j j Transp { 

[ Transp .3^ a-&3c .=• -&-c 3-^ •=• a3^ ] 
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•71 ab 3 Csdd .=. a^'^d^j^b j Transp } 

{ PeircE a.l880 p.36 : (aX6Ki<J+c?)=(ax"S hì«+"6 ) j 
•8 0-6 = os3{ce Cls . a3 6gc .3 . rrec) Df? { F1897 P257 \ 

[ §1 P6-3 O- a-& = aJ3(c£ Cls . a-6 De .3 . xbc) 

P*7 O. » » . a3 6^ » 1 

< 

La P'7 contient dans un membre le signe -* qui ne figure pas dans le 
second ; on peut la transformer dans la P'8, qui est Une définition possible 
de Texpression a-6. 

Si Ton prend la 8 Qomine Df, il ne faut plus considérer \% signe -6, isole, 
qui effectivement ne se rencontre pas dans les applications. En conséquence 
il faut modifier l'énonciation de quelques P préoédentes. P. ex. la P2'4 doit 
étre transformée-en a^h^CB Cls . a3& O» f>à'Dcr^, 

II' y a Tavantage k prendre la '8 comme Df, qu'on supprime la négation 
du nombre des idées primitives ; mais de la '8 comme Df, et des P précé- 
dentes ce § on ne sait pas déduire les P .de ce §. Voir un essai dans F1897 
P258-260. 

•9 (ow^Xftu KZ?) = flK» w 6a? } Peirce a.1880 p.36 

•91 (ax w h^icx u d-a?) = acx w bd-^c \ Boole ^.1854 

•92 -(oa; u iw?) = (-a)ir u {-&){-«?) \ Sohròder a.l877 P.19 
•93 ab'^ax^ b-oc 3 ^ t Sohròder a.l891 P.48 

•94 aJb=:ciu b{^a) \ » a.l890 p.308 

•95 a=b^yc^ .3« b=(xisja^ 

\ Jevons Pure logie a. 1864 p.61 } 

Cet A. a indiqué la fonction a-6 u 6-a par a q b; le signe corr espond 
au latin aut ; le signe u ò> vel. Cette opération a des curieuses propriétés, 
développées dans F1895 §3 P24-d0, dont la plus importante est la '95. 

/\ - ^ 4. a,6£Gls .3* ** a/^=/\ 

\ Leibniz PhUS. t.7 p.230 : e seu A— A 00 N » | 

( P3*8 .3- «-« = X3(ce Cls . a3 ^wc .3o • ^sc) 
§ul-3 » = £c?(c€ Cls .3 . acfic) = A ] 

•2 a36.=. a-6=A Df? j Transp } 

' I Leibniz id. p.212: Omne A est B, id est ... ^l non B est non Ens | 

{ F1888 §6 P2 } 

[ §A P21 . §- P3-7 . §A Pl-4 .D: . 

•a a=A .=• »D -« Df ? 

•4 a3-A 

[ Hp.§-P2-1 .3 -a 5 Cls. § A PI -2 .3. AD -«Transp .3 P ] 
•5 a-A =^ [ P-4 . §1 P5-2 O. P ] 
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j tìCHRòDER a.l877 PI 75 } 
j BooLE a. 1854 p.35 j 



y yy - ^ 5. a,6,c,a?fiCls .3* 

'i a=b .=. amb^lMi=^f\ 

•2 a=ilxjc .bc=/\ .3- ^^w? 

•3 axyj boc =y\ .=. 63^Z)"^ 

j BooLE p.lOl; ScHRòDER a.l891 P49 ( 

•4 acc\jb'<x)=:/\ .3- àb=-/\ \ Boole a.l854 p.lOl j 

La classe -/\ a été indiquée par Pei ree, A J. a. 1887 et daus F 1889 et 
suivants, pai; le signe V» qu'on lit « tout » ou « vrai ». Toute expression 
obtenue en combinant une classe x avec des classes données par Ics signes 
nw- est réductible à la forme axyjò^x, où a et 6 sont des classes détermi- 
nées. En eflTet une classe constante a=i ax \j a^x ; 

la varlable a:= V^c ^ A"^ \ 

la somme de deux expressions ayant cette forme a évidemment la méme 
forme ; et les P3'91-*92 réduisent à cette forme le produit et la- négation 
d'une expression semblable. 

Si l'on pose /i»= axyjb^x, on déduit f\/ zza, et /A =6 ; et Ton a le dé- 
veloppement de toute fonction logique : 

./x= (fy)xu(f/\yx 
du à Boole, et qui présente quelques analogies avec la formule de Taylor. 

Soit f{x,y) une fonction logique des deux classes x et y. Développons 
par rapport à se, et ensuite les coefficients par rapport à t/ ; on aura • 

fj^.y) = AV,V)acy u AA,VX-^)y ^ /lV,A)«^(-y) ^ /(A,A)(-^)(-y) . 

En general, une fonction logique a 2fnzzn termes, chacun desquels con- 
tient un coefficient multiplié par le produit de Taffirmation ou de la né- 
gation de chacune des lòttres. 

Si la fonction ne contieni que les m lettres, les coefficients auront néces- 
sairement la valeur \/ on \& /\. On obtient aussi 2n expressions différentes 
avec m lettres ; parmi elles il y a les classes constantes A et V- 

Toute déduction, et toute égalité entro deux expressions de la forme dite 
est réductible à une égalité dont le second membro est A> P^r P4'2 5*1 ; le 
système simultané de plusieurs équations est réductible à une équation 
seule, par §w» P2-2. En conséquence tout système de déductions on d'égalités 
logiques est réductible à la forme 5*3, qui permet de la résoudre par rapport- 
à la classe inconnue x. 

Soient données n propositions conditionnelles, indépendentes entre elles; 
c*est-à-dire telles qu'une quelconque ne puisse étre déduite des autres en 
les combinant par les signes ou- ; cela arrivo si elles sont indiquées par n 
lettres variables. Par la relation qui passe entro les Cls, et les P condition- 
nelles, qui ne sont que deux formes d'une méme idée, on déduit qu'en les 

combinant par les signes ou-, on peut eoraposer 2 propositionsdifférentes. 

Les signes V e* A> lorsqu'il s'agit de P, signifient « vrai » et € faux ». 

Considérons encore m classes indépendentes. En égalant toutes les fonc- 

tions de ces classes à A» ^^ ^ ^^ ensemble de P; mais elles ne sont pas 
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ìndépendentes; car, par la §uP2*2, 8i le premier membro est nne somme, 
on peut décomposer cette P dans raffirmation de plusieurs antres. 

Les P Ìndépendentes s'obtiennent en égalant à /\ les produits des affir- 
mations ou des négations dea m Cls ; elles sont en nòmbre de 2m^n. Les 
produits das affirmations ou des négations de ces n équations sont en nombre 
do 2» = 7> ; parmi eux il y a le produit de toutes ces n P, qui est réduc- 
tible à V=A» proposi tion fausse, qui ne contient plus de variables, et que 
nous supprimons. On a encore p — 1 produits contenant eflTectivement de 
variables. 

En affirmant la somme logique d*un nombre quelconque de ces P, on a 
2p-i=:<2' propositions. L'affirmation de toutes, ou d'aucune P ne contien- 
nent plus de variables. On a en tout g— 2 = 2|^ 2[|\2(W—1)]— 2 propositions, 
qu'on peut énoncer avec m Cls, en les combinant par les signes fN,u, -, soft 
entre Cls, soit entre les P résultautes, et qui contiennent eifectivement les 
variables. Il forment un système completi en Ics combinant par addi tion, 
multiplication, et négation, on a toujours des P du méme système. 

Si w=l, avec une Cls a on peut énoncer les 6 P: 

a=A -a=A «-=A -«-=A 

a -= A . -a -= A «= A •^' -« =A 

Sur deux classes (m=2), on peut énoncer 32766 relations. 
Nous avons indiqué par des signes simples des deux relations a3& ^t 
a=& ; quelques A. ont introduit des signes nouveaux pour indiquer d'autres 
relations moins importantes. 
Nous avons fait ce calcul dans F1888p.X. V. aussiSchrodera.1891 p.l64. 
Ces théories ne sont que partici lement réduites en symboles, et n*ont pas 
re^u d'application dans les sciences mathématiques. 

§5 a 

/\ - a ^ 1. a,6eCls .^: -0 aa .=. a-=/\ Df 

•oi^aaft .=. a(a&) Df 

Soit a une Cls ; ^a signifie « il y a des a, les a existent > . Nous exprimons 
cette idée au moyen des précédentes par la P*0. Ex : 

aN*o(N'+N') « Il y a des nombres carré^s, sommes de deux c^irrés » . 

§4-2*52 §R4-8 §|^4-2--8. La P particulière « quclque o est 6 » s*exprime. 
sans conventions nouvelles, par g ab, 

•1 xea .3 aa j F1889 P53 j {Ex. : §Dvr Pi-3t 

[ Syll .3: afiCls . a=A • scfia .3- ^^f\ (1) 

(1). §-21 . Df A O: * . X£-a (2) 

(2) . Transp . Df 3 .3. P ] 

De xZycL on ne déduit pas g^i 8i l'on n'est pas assuré que goc (PI -2). 

•2 a^h . aa .3 ^^ [ §A 1*5 • Transport .3. P ] 

« Opérer par g » signifie écrire le signe g en avant des deux membres 
d'une déduction. On obtient une déduction de méme sens. 
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•3 aoAft .;3. aa.a& [p-2DP] { F1895 §3 P12 } 

•4 a36.=. a Cls^ ca(a= 6c) Df? | F1897 P411 { 

^ 2. a,&,cfiCls .3- 

•1 {x]y)ea .'^x,y. yeb :=: a a?3[(aJ;2/)^a] .^y. ye6 
} Pi = Elim a? = (éliminer la variable x)\ 

Snpposons que daiis une déduction: Hp O- Ths (1) 

]'Hp contienne une variable cu, ou un système de variables, qui ne figure 
pas dans la Ths; le signe 3 porte comme indices x et d'autres variables. 
Alors la P (1) est réductible à la forme : 

( S'il y a des x vérifiant l'Hp ) O- Ths (2) 

où le signe 3 ne porte plus comme indice x. La transformation de (1) 
en (2) s'appelle «élimination de a?» . Dans la nouvelle Hp la lettre x est 
apparente. Dans plusieurs cas on peut la faire disparaltre. 

Ex. dans les Dém. de §> 11-2 §Dvr 1-3 §^-33 §Al-2 §vct3-ll. 

•2 a ir3 a y^{oo;y)ea] .=. a ys a X3[(x;j/)ea] .=. aa 

Soit une relation ou condition entrc les variables x, y, que nous représen- 
tons par {x'^ì/)^a. Alors dans la P " il y a des x tels qu'il y a des y qui véri- 
fient la condition donnée " on peut permuter les deux variables. On peut la 
transformer aussi en ** il y a des couples {x\y) qui satisfont à la condition '\ 



"3 a y3{x£a . (x;y)eb] .=x. xea . a ys[(x;y)£b] 

La P ** il y a des y qui vérifient le produit logique d'une condition en 
X et d'une en (x, y) " signifie ** la condition en x est vériflée, et il y a 
des y qui vérifient la condition en y ". Autrement dit, on peut permuter 
le signe gys avec xsa. 

•4 'Kar^x3\'3.ÌJ^y3[{x\y)ec]\ .=. a ft^ y3}a aox3[(ir;j/)ec]! 
"25 a (x]y)3(xea . yeb) .=. aa . a6 

" Il y a des couples (a;, y) qui vérifient le produit logique d' une con- 
dition en X par une condition en ?/ " signifie ** il y a des x qui satisfont 
à la première condition, et des y qui satisfont à la deuxième '\ 

•6 a y3[xea r^^. (x;y)£b] .^: xea Q^. :ì y£[{x]y)eb] 
\ M--6 F1889 P66, F1894 §18 ... j 

Ces P expriment les principale» identités qu'on rencontrc entre les systèmes 
de variables. Reraarquons que la P-6 n'est pas invertible. (Elle a été in- 
vertie par les analystes qui ont con fondu la convergonce d'une sèrie avec 
sa convergence uniforme, la P §cont 101 avec la Pl-1, et dans d'autres cas). 

w - a ^ 3. a,&£Cls .3- 'i a(aw&) .=. aa.w. a6 

j F1895 §3 PIO } 1 Distrib(a,w) j 
•2 a36 .=. a Cls^ C3{ ouc —b ) Df? j F1897 P412 | 

•3 aa .=. -a -c= ou-a Df ? j Padoa F1899 j 

20. Yn. 1900 BdM. t.7 8 
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§6 i 
•0 tx = y3{y=uv) \ = (égal k x)\ Df 



•01 yeix .=. ye{tx) : a^ lx .=. a^ix) : a= ix .=^ a=(ix) Df 

Dans quelques cas il est utile de décomposer le si^e = (est égal à), 
dans le signe s (est), et dans un nouveau signe t (égal à). Ce signe t est 
rinitiale da mot toog, En conséquence ex désigne la classe formée par l'objet 
Xy et txséiy la classe composée des objets x et y. 

"ix signifie « différent dex». 

Ex. Np -<2 D 2N+1 

« tont nombre premier différent de 2 est impair ». Opérons par xs (§1 2*1 ), 
par Distrib(€,rN) (§1 3-1), et Comm(£,-) (§-1-5). Elle devient: 

x€ Np . X -=2 O. X£ 2N+1 
Transposons : xs Np O- ^=2 .u. X£ 2N+1. 

Ex.: §Ni '^'b §rll-2 7 11 §(^35 §Np4-31 132 §Q101-4 32 2701 332. 

Les idée» x et ex sont évidemment differente»; car si l'on opere par y£, 
on obtient les propositions différentes ysx, et y^zx, 

•1 ye ex .=. y==x [ = PO ] 

•2 aeCls O- ^^^ •^^- ^ 3^ I^f'? 

[ §1 P8*5 .3" ^^ Cls . x«a . y« «a: .3' y^^ ^1) 

(1) . Export O'*' «fi Cls . X£a .3^ t/^ '2C .3y • yfi« (2) 

(2) . Oper y8 .Z)» «* Cls . X£a .3- ^^ ID« (3) 

§1 P81 .D. X£ <ac (4) 

(4) .3^ ofiCls . <£c3a .3- 5Cf /a: . <x3« O- sc^a ó 

(3)(5)3P] 
La P'2 exprirae la P singulière xsa sous la forme d'une P universelle, 

contenant le signe t. 

•3 ix=:ty .^. 00=:y [ txzniy .^. txZ^ty , ty'Z)ix .=. arery ] 

*4 afi Cls r^\ a= eo? .=: rrea : yea .^y • y==^ 

ut •» ofi Cls .^: oj^yea j=. txséty j^a Df ? 

/\ - t -6 ae Cls .3 '^^ = X3(tx r^a =/\) Df ? 

[ -a = aj?(a;£ -a) = X3(ix 3 -^) = X3(/ap f>a = A) ] 
Cette P exprime la négation au moyen des idées /\ et i, défìnies par les 
seules idées des §§ 1 et 2. Nous pouvons déduire une des P fondamentales 
du signe - : 

•64 P-6 3 §-P2-4 

[ a,&£Cls . ary> 3' a^txZD^^ix 

» » » {brstx:=/\) 3 (afMX=z/\) 

» » » a:3( » ) 3 X£( » ) .3. -6 3 -a ] 

a ^ •? aeCls .3. xsa .=. 'slcx^u Df? [P-6 3P] 

•8 ^ix [ xBix.§^vi 3. P ] { 'o'vri F1895 p.ll6. 

•5-6 F1897 P423, 425. 'Z'AS Padoa RdMt,6p.ll7 | 
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§7 ^ 

ofi Cls . aa : x^yea .3«>y- ^^*^=y O' ^= ^^ •=• ^=^ ^-^ ^^ 

» lyea ryy.a=ty O- » » Df? 

» .^y3{a^=ty) .3- * • I>f? 

HpPO .3 ^=^« .=. ^fi« Df? 

. beCls r^.'. ia eh .=: a= ^ .3*- ^^& Df? 

» » » a X3{a= ex . a?£6) Df ? 

» » » aa^6 Df? 

» » » oT^ 

[ (a|ò)P-04DP ] Ex.: §— 11 §1' 11 



7{toci)=x 



Df? 



aeCls . a=tx .3- oc^m 
f\ 1 -4 /\=7Cl8^ir3[a£Cls .3a- ^3^] I>f? 

y\ - 7 -5 /\= ? a?3la£ Cls 3a- <^^"^ =^] Df ? 

{•©•r2^4-S F1897 P430-5. •03-11-3 Padoa RdM t.6 p.ll8 F1899J 

Soit a une classe qui contient un seul individua;. Cela arrive lorsqu'il y a 
des a, et si deux individus de la classe a sont nécessairement égaux. Dans 
ce cas m (ou Ta des travaux précédents), qu'on peut lire ** le a ", indique 
rindividu X qui forme la classe a. 

Ex. §— 10 : a,Ò£N . 6>a .3. 6— a =: > Nna!;?(a+cc =ò) 

« Soient a et & des nombres, et soit a>ò. Par b — a on indique le nombre 
qu'il faut ajouter à a pour avoir b ». 

Nous savons de l'Arithraétìque que, dans les hypothéses énoncées, la classe 
NrNaT3(a — ac=6) existe, et qu'elle contient un seul individu. On conclut, par 
la P-1 6— aeN . a-|-(ò— a)=6. 

Si, selon M. Padoa RdM t.6 p.ll7, on indique par « aB Elm » {a est un 
élément), l'Hp de la PO, quelques P se présenteront sous une forme plus 
simple. 

Les P*01-'03 sont des transformati ons de la méme définition. Nous ne 
sommes pas réussi à donner une Df du signe isole )a^ mais seulement de 
regali té j'=>a. Les P-04--06 expriment la P m eb sous une autre forme, où 
ne figure plus le «igne i ; puisque tonte P contenant le signe ia est réduc- 
tible à la forme ia €&, où b est une Cls, on pourra éliminer le signe t dans 
tonte P. 

La P*2 dit que 1 représente l'opération inverse de i. Elle a le caractère 
d'une Df?, car le signe t figui'e dans le premier membre, et non dans le 
second. Mais le premier membre est plus compliqué que le second ; on 
écrit le signe r en avant d'une expression réductible, mais non réduite à 
la forme ix. 
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Voir d'antres remarques dans F1897 p.50. 

Ex. §/10 §R30 50 12-0 220 250 §r 2-2-3-6-7-9 §modll §maxl'0 
§1' 1-0 §Log-l §E1-1 §limlO §8Ìn-il-0 §vct31-2-3 §Sl-0. 

§8 i 
UjVeCls .3- (uiv) =^ (x]y)3(x£u . yev) Df 

'01 » .3- (^ìy) ^ (^•^') •=• ^^^ • y^^ i^^? 

•02 w,t^,w?€Cls .3 {uiviw) = [(uivy.w] Df 

•03 » » (wf^^ito) =(a:;y;v)5(a:£w . yer . zsw) 

(uiv) désigne l'ensemble des couples formés par un objet de la classe u avec 
un objet de la classe v ; il faut distinguer ce nouveau signe, de (u^t?) qui 
désigne le couple dont les deux éléments sont les classes u et v. 

Ex.: §Num -7 

Num N = Num(NiN) « le nombre des nombres naturels est un infini de 
la mème puissance que le nombre des couples des nombres naturels > . 

§lim 19-1-2 §Dtrm §/ll-l. 

Ili •! {txiiy) = i(x;y) •a x;y = i(cx i ly) 

•3 ixity = izict .=. x]y = z;t 
a i -4 aybjC,d£ Cls . aa . a6 . a;b = C]d .3- «•& = ^-^^ 
{ -O-'OS F1899 §8. ;l--4 Padoa RdM t6 p.l20 j 

§9 f J 
^ 1. afijce Cls .3-'- 

•0 uè ajb .=: xsa Oa;- ^^^^ Df 

•01 uè Ma .=: xea O^- ^^^ ^^ Df 

jN^o^e sur les fonctions. 

On peut prononcer • fonction » le signe f et « ef » le signe j. 

Ces signes permettent de représentcr par Ics symboles idéographiques les 
idées de < fonction, correspondanco, opération » etc. 

P-0 " Soient a et 6 des classes. Nous dirons que u est un ajb, lorsque, 
le signe u écrit après un individu quelconque de la classe a produit un 6 " 
(P-01) ** et que u est un òfa, lorsque le signe u écrit en avant d'un a 
produit un b ". 

Dans les traités d'Analyse on dit que a est la classe des valeurs de la 
« variable indépendente », et la classe b contient des valeurs de la fonction. 

P. ex. soit X un N; x\ (factorielle de x) est un N ; donc ! e NjN. Il est le 
Seul exemple de fonction j répandu en Analyse. 

Les expressions +a, — a, /a, ont les signitìcations « ajouter a », « retran- 
cher a », « diviser par a», et l'on a les P§P5-4, §— Pl-5, §/ Pl-5. Ainsi 
se présentent naturellement les nombres négatifs et les fractionnaires. 

Dans l'usage commun et dans le Form., le signe de fonction précède, en 
general, la variable. 
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Gx : mod sgn ^ nt dt E ^ Chf log sin cos B . 

lei Ics valeurs de la variable et de la fonctìon sont des nombres de diffé- 
reiites espèces : N,n,R,Q,q,q'. 

Les sigiies de fonctìon Nnm, max, min, Dvr, mlt, T, 1, , précòdent des 
elasses de nombres ; la valeur de la fonctìon est un nombre. 

Les signes Med X 6 font correspondre des elasses de nombres à d^autres 
elasses. 

Une fonctìon de dcnx variables est quelquefoìs représentée par un signe 
écrit devant le couple des variables. Ex. quot, rest, Cmb, mp. 

Dans d'autres cas on place le signe de fonctìon entro les deux variables; 
ex. a-\-b, a — 6, ax&, a/&, «h& ; ici a, 6, et la valeur de la fonctìon sont 
ies nombres. Dans a'"&, c^b, aròj aJb^ la valeur de la fonctìon est une 
Cls. Ont la méme forme les « relations » a=6, a^jb, asb, a-^b ; les signes 
de relation sont des signes de fonctìon, dont la valeur est une proposi ti on. 

Quelquefoìs on écrit la variable comme indice à la fonctìon ; nous 
conviendrons que u^ Uj ... ne difiPèrent, que par la forme, de ul u2 ... 

Plusieurs A. ont aujourdhui l'habitude d'enfermer la variable entre ( ) ; 
mais dans la formule ti(x) les ( ) n'ont pas la valeur expliquée par §1 PI -2, 
car une lettre seule ne doìt pas étre enfermée. Elles ne sont pas nécessaires, 
puisqu'on écrit logos et non log(x), f(x-\-h) et non /((cc+A)) ; elles ne se 
trouvent pas dans Lagrange, Abel, ... Dans le langage ordìnaire la va- 
riable est mise au génitif ; c'est cela qu'on veut indìquer par les ( ) ; Le- 
gendre a. VI p.l35 écrit f:Sy où les (:) correspondent à « de ». Nous sup- 
posons le mot « de » incorporò dans le signe de fonctìon ; ainsi « log » , 
signifìe « le logarithme de ». 

Les signes f et ; se présentent nécessairement lorsqu*on indique par une 
lettre un signe de fonctìon ; c'est-a-dire lorsqu'on considère une expression 
dont la valeur dépend de la nature d'une fonctìon, comme 2 II lìm Dtrm D S. 

P. ex : 2(fyU), où uè Cls, et fé qtu, c'est-à-dìre f est une fonctìon numé- 
rique définìe dans la classe u, indique la somme des valeurs de /*, lorsque 
la variable varie dans la classe u, 

Pour quelques formes de la classe u la fonctìon f dans l'usage commun 
a des noms partìculìers : 

n e N .ZD' q f l"'n = ( succession de n quantités ) 

qf{V -'Il i l"n) = (fonctìon numérìque de deux variables qui prennent 
les valeurs de 1 à 7^) = (lettre qui, munie de deux indìces variables 
de 1 à n représente une quantité) = (matrice d*un déterminant 
d'ordre n. 
q f N = ( sèrie, ou suite, de quantités ) §Lm §lim. 
q f(N'.N) = ( sèrie doublé ) §lìm PIO. 

qf a'^6 =: ( fonctìon réelle définie dans l'intervalle de a à ò ) §cont P2. 

On pourrait convenir d'écrire toujours le signe de fonctìon en avant de 
la variable (f), ou toujours après (j) ; nous écrirons les P sous une seule 
des deux formes; mais nous conservons tous deux les signes f et j. 

'ì US ajb . x,yea . x=y .3- ^^ = y^ 

[ §1 P6-1 .3. xe Z9{zu = xu) . Hp .3. ye Z3(zu = xu) 0« Ths ] 
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•É ue ajb . c^a .3 w« <?J& [ Hp . x^c O- ««« O- a:** «^ O- P 1 

'3 i*S aj6 . 63^ O- ^^ <^K [ Hp O: acca O- an* «& O- JW* ec O. Ths ] 

^ 2. a,6,c,deCls .3*- 

•0 w£ aj6 . VE bjc . ojea .3- ^«^^) = (^t? = ancv Df 

•01 weftfa . ve db . a?£a 3* (^w)^ = v(i^) = t^wo; Df 

'1 ne ajb . ve b}c 3* ^^ ^ ^J^ 

•2 w£ aj6 . ve bjc . we C}d . xeu 3- (^w){^w?) = (xuv)w 

L'opération vu, définie par la P'Ol est dite « le produit des opérations u 
et t; ». Dans le calcul différentiel 011 l'appello « fonction de fonction >. Si 
u et V sont des mouvements, et en general des pntfpnt, vu est dit le 
mouvement compose. L'expression vtix est associative. 

j 1-0--3, 2-0-'2 F1895 p.6 j 

§10 I 

'1 aybeCls . ue Ma 3- (w^)l^ = ^ Df 

•2 —uea}b 3. {\x)(xu) = u - } F1898 } 

Le signe | est le signe d'inversion. 

Soit u un signe de fonction f ; ttx est une expression contenant x, Réci- 
proquement soit A une expression contenant la lettre variable x; par A\x, 
qu'on peut lire « l'expression A considérée corame fonction de x », nous 
indiquons le signe de fonction u qui, écrit en avant de Xj produit la formule 
donnée A, 

Si l'expression il a la forme uxy on déduit la P'I. Mais on écrit le signe 
\x après une expression, dans le but de la réduire à la forme tue. 

Ex : a» / n! \n représente le signe de fonction qui pour la valeur n de la 
variable a la valeur a» / n! . Donc 2'(a»» / n! |n, Nq) = (somme de la sèrie 
qu'on obtient de a»»/?i! en donnant à n les valeurs 0,1,2... (§e P*6). 

Le signe | désigne la variable dans les opérations 2*, 77, lim, D, S. 

P*2. « Soit A une formule contenant la lettre variable x; {\x)A désigne le 
signe de fonction qui écrit après x produit l'expression donnée A ». 

Par le signe | on peut indiquer la substitution; car si A est une formule 
contenant la lettre variable x, i/\xA indique « la valeur que prend la fonction 
\xA, pour la valeur y de la variable », ou « ce que devient la formule A, 
lorsque l'on remplacc a? par y » . On peut remplacer un couple, un terne,... 
par un autre couple ou terne. Ex.: §+P4'l--5Dm, §xPl'41Dm... 

Dans les formules ux\x \x(xu) {y\x){xu)j la lettre x est apparente. 

§11 ' ' 

a f ' ^ 1. a,6,c,d£Cls . ue Ma 3 

•0 u^a = y3[ a o^ X3{u^ =y) J Df 
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'0 \ ye u^a .=. a X3{xea . tue =:y) [ =:P-o] 

•02 xea . y= ux .'^. ye u^a 



Ou peut lire la formule u^a par « u dea a > ou < u de qnelque a > ; on 
doic la considérer comme décomposée en {u^)a. La P'02 dit que la relation 
yBu*^a résulte de rélimination de x dans le système XBa,ux:=zy. 

Ex: §Med3 §Lin §lini 1-5 §contl-2 §D4-5 §S3-1 ... 

Dans plusieurs cas lo signe ^ est sous-entendu par des conventions 
exprimée^ dans la suite: §+ 81--3, §— 2-1, §X 2-0, §/2-l... 

On ne peut pas le sous-entendre dans tous les cas. 

P. ex. Xum *• Cls signifte « les valeurs de l'expression Numu, ou u est 
ime elasse quelcouque »; il roprésente l'ensemble du nombre 0, des nom- 
bres finis, et des différents nombres infinis. NumCls signifie « le nombre 
des classes », qui est rinfini le plus grand. 

•1 xea .3- ^*^ £ ^^'^ *^ * ^'^ 3^ 

[ Hp r^, (y>x3(Mac=y)3 «^3C3(iia^=y) • Operg . Operys .3. P ] 

•21 c^a . dT^a .3- ^\cf\l) 3 ^^c^ u^d [P-2DP] 

•3 a (u^a)^ .=. ^ar^x3(icx ec) Ex. §Lm Pll Dm 

[ Df* .3: a (w*a)rNc .=. a 0^ y^[ 3^*^ ^^(^'^^'^^=y) 

§a 2-4 o: » a «^ 2C5[ a on i^3(^=t«c)] 

Df < .3: » » (a cf^iux) 

%t "7 .3: » » (wa; £c) ] 

•3i u'a 3^ •=• ^^^ Ox- wa; £c [ (-e | c)P-3 3 P ] 
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•5 c'^a . rf3^ O- 'i^KCyd^^^'^^CyU^d 

[ Df* .3. M*(cw6Z) = y3 ^[(cud) r\ eB3(ux=zy)] 

Distrib(n,u) .3. » ya ^[c X3{ux=iy) \j d X3{v;x^zy)] 

Distrib(a,^) .3- • .V^[ [a e X3(waj=y)] u [a ^ a;3(wa3=y)] ] 

Distrib(3, w) .3. » 2/3[ a e X3(tioc=y) ] «J yaf a dx3(ux=zy) ] 

Df .3. » t«*CWM*d ] 

•6 xsa .3- uUx=itux 

{ •0-2-2r3 F1889 p.XV; 'l'll-6 Padoa F1899 } 

^ 2. 

•0 a,&e Cls . uè ajb .3 ^'^^ = y3^af> X3(xu =y) Df 

• 1 ;ì£ Cls .3. Cls'A = y3^ Cls 00:3(0;^ =y) = Cls^ y3{yZ)k) Df ? 

On peut lire a^u par e des a le w». 

En conséquence Cls'Ac signifie « Tensemble des valeurs de Texpression a?fc, 
où X est une classe » c'est-à-dire, par la §a Pl*4, e Glasse de fc » . 
Ainsi Cls'N signifie « classe de nombres » . Ex. §max §Dvr §1' ... 
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§12 f sim rcp idem ^ 

a,h,ce Cls .3- 

•0 UE (6fa)sim .:=: uè bfa : x^yea .ìix = uy .'^x,y. oi^=zy Df 

•1 US (6fa)siin . c'^a .3' ^^ (6fc)sim 

•2 » . b'^c ."^.ue (cfa)sim 

•3 » . x,ì/ea .3- ^^(^=y •=• *^ = ^y 

•4 » . t?£ (rf&)sim .3- ^^ ^ (cfa)sim 

Le signe sim ou Sim signifie « correspondance semblable (similis) » . 
Ex.: §+P5-2-5, §QP330, §lim PlO-4. 

•5 tis{bfa)rcp .=. w£(6fa)sim . &3 ^^^ ^^ 

•6 w£(6fa)rcp . ^?e {cf6)rcp .3- ^^ ^ (cfa)rcp 
•7 z^e(&fa)sim .3« w£(w'afa)rcp 

j -O--? F1895 p.116, F1897 P521 j 

Le signe « rcp » signifie « correspondance réciproque ». 
Ex. §Num P-0 : a^ba Cls .3* Numa = Num6 .=. g (6fa)rcp 

§2'Pl-2-5-7, §/7Pl-2, §limP18-2-3 ... 
On suppose écrites les formules correspondantes pour le signe j. 

•8 idemir=a7 Df JF1899Ì 

idem e afa . idem e (afa)sim . idem e (afo)rcp . idem'a =a 

«idem» représente ridenti té; telles sont les opérations Àrithmétiqnes 
+0, — 0, Xl, /l, 1^1, *n|, ••• Dans la théorie des Substitutions Tidentité est 
indiquée siraplement par 1. Seul ex. §2'P1'71. 

§13 Variab F Funct 

•1 UfVe Cls . fé vfu . xeu .3- (f'jU)x = fx Df 

•2 _ . .3. Y8iriab(f;u) = u Df 

'3 .3. vFu =g3\^ vtu ^f3[g = (f]ii)'\\ Df 

'4 Funct = gr3 a {u\v:)3\UjV£ Cls . gè vFu\ Df 
•8 /;gr£ Funct .3- 

f=^ .=: Variab/'= Variabgr : xe Yariahf.'^x.fx = gx Df 

•6 u,ve Cls .3- ^^^^ D ^'f'^ [ P'i • §f Pl'Oi O. P ] 

•7 i^£Cls.a?£w .3. [i{iaFu)]x=a \ •1--7 F1899 j 

Soient w et t? des Cls; et fé vfu. Si l'on donne l'opération /", la classe 
dans laquelle Topération est définie n'est pas déterniinée; car si Topération 
est définie dans la classe u^ elle est aussi définie dans tonte classe contenne 
dans u, par la §f P*2, et il y a toujours la possibilité de la definir dans tonte 
classe differente. P. ex. T opération «mod» dans §modP'0 est définie sur 
les nombres relatifs ; en conséquence elle est définie sur les nombres po- 
sitifs, et dans ce cas coincide avcc Tidentité ; ensuite la mème opération 
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est définie sur les les nombres complexes d^ordre queiconqùè, sur ies sub- 
Btitutions, sur les vecteurs, et on est toujours en droit de Temployer dans 
des nouveaux cas, présentant quelque analogie, et jamais de contradiction, 
avec les anciens. 

Dans quelques cas il faut considérer en méme temps une opération f et 
une classe u dans laquelle cette opération est définie ; c*est à dire le couple 
{f\u), On rencontre ce couple dans les fomiules Z(f,u), n(f,u), qui repré- 
sentent la somme, ou le produit des valeurs de la fonction f, lorsque la 
variable prend toutes les valeurs dans la classe u, et dans S(f,u), qui re- 
présente rintégrale de /*, étendue au domaine u de variabilité. 

P-1. A Texpression {f,u)x^ où u est une classe, f une opération sur les 
u, et a? un u, nous donnons la signifìcation fx, 

P'2. Par variabilité de (f,u) nous entendons la classe w. 

P-3. vFu (y fonction définie des u) indique les couples formés d'une 
viu et de la classe u. 

P'4:. « Funct » indique toutes les expressions de la forme vFu^ où. u et t; 
sont des classes. 

P-5. Deux Fonctions détinies sont égales, lorsqu'elles ont la méme varia- 
bilité, et dans cette variabilité produisent des résultats égaux. 

P-6. Tonte F est f. Nous parlerons donc des Fonctions sim, rcp, etc. 

Ex : (mod, Q) = (idem, Q) 

« Les fonctions mod et idem, dans la classe Q, coYncident » . 

Voir une autre fa^on de considérer l'égalité des fonctions dans B u r a 1 i, 
RdM t.6 p.l41. 

m,n£N O- Num(l--*m F l*"'n) = m^ 

Num(l"-mF l"*n)sim = Il[m — 0"-(n— 1)] 
Num(l-"n F l"-w)rcp = n! 

l'"?»Fl*"n = arrangements avec répétition n k n des nombres l'^m. 
(l-"-mFl*"n)sim » » simples » 

(l***nFl*"n)rcp := pcrmutations des nombres l"*7i. 

Ex. §2*20 §7710 11, §!2 §qn 10 §perm §Dtrm §Subst §D 1-2. 

§14 "* (in ver Sion) 

a,h£ Cls . w£(6Fa)rcp .3- 

•0 vT^ = 7 [(Varìab u)F{u^ Variab u)]riV3{vu=- (idem, Variab u) 

Df 
•Ci w"^ = ? (aF6)^t?5[?;w = (idem, a)J 

•i tr*w = (idem, a) "2 xea r^, iC' ux ^=x '3 (w"*)"*=w 
•4 a,&,c£ Cls . uè (6Fa)rcp . ve (cF&)rcp .3 (^^)~* = ^~* ^~* 
•5 acCls . u^ve (aFa)rcp . uv = va r^, ir^ v = v u~* 
•6 » » » » u~^ v~^ = ìf^ u~* 

Il faut considérer l'exposant —1 comme un signe simple pour indiquer 
rinversion. Voir F1897 p.61. 
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ALCUNI TEOREMI DI ARITHIETICA. 

Fra le proposizioni che a mio parere potrebbero convenien- 
temente trovar posto nel Formulai re de niathématiqueSj pub- 
blicato dalla Reme de mathe'/ììatiques, credo siano da annove- 
rarsi le seguenti. 

La maggior parte di esse si riferisce a questioni sulla divisibilità, 
sul massimo comun divisore dei numeri interi, e sui numeri 
primi. I paragrafi in cui sono divise, ed i numeri d'ordine che 
le classificano indicano il posto che devono occupare in una 
nuova edizione del Fonnuìaire de mathéniatiques. Altre propo- 
sizioni formano il § 68 Nprf. 

Varie proposizioni sono anche trascritte in linguaggio ordi- 
nario ; in queste trascrizioni adopero spesso, per brevità, la 
parola <^ ìiuntero * invece di * mwìero intero positiro ^, Però, 
come si scorge facilmente confrontando la trascrizione in sim- 
boli di logica e la trascrizione in linguaggio ordinario d' una 
medesima proposizione, quest' ultima è sempre meno rigorosa 
della prima ; e quest' inconveniente non si può evitare senza 
complicare considerevolmente Tenunciato delle proposizioni. 

§ 25. X 
3-3 2No+l = 4No+l w 4N,-1 

§ 29. r^ 

1-7 aeNo O. (lONo+a/ D lONo+a 

4M 2 neN, .3. (No^+No^+N^»)'* D No'+No«+N,« 

6-0 aeìs, .3. a(a+l)(a+2)(a+3)+l€N,» 

6-01 ae^, .3 a(a+l)-£Nt* . a(a+l)(a+2)-£N^«. 

a{a-\'\) -fi Nj' • «( '^+l)(«+2) -e N,' icont. §77 Pl-92 i 

G*02 a,ft,cfi2No+l O- ah+ac-^^bc'^e^^ 
G-l 10N„+2 s. lONo+3 w lONo+7 w lONo+8 ^ -No' 
6-2 aeN, .3 (lOa+f))» = a(a+l)x 100+25 
6-3 a,ft,c € Ni . a'= ?>'+c' .3 fteSNiuceSN^ . &£4Niuce4Ni. 

a £ 5Ni sjb e oìi^ yc e oNj . abc e 60Nj 
6-4 aeNo . ne 2N, .3. (lOOa+24)'^ e 100N,+76 
0-41 aeNo . ne 2N,+1 O- (100^+24^ e 100N,+24 
6-42 aeNo . neN, .3 (lOOa+Te)** e 100N„+76 
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6*43 asSo • w£ N,+l .3. (100a+26r e 100N,4-76 

11-8 4No 3 No'-No» 

11-81 n£N,+l .3 V 3 No'— No' 

11-82 N,» 3 7N,u(7N,+l)w(7N,-l) 

11-83 N,' 3 9N, u (9N,+1) sj (9N,-1) ' 

11-84 afi (2No+lH5No) .3- ^*-l ^ 8ON0 

11-8» ncNo .3. 

2n+^^32n+, g 7jj^ 2*'^^*+3«^*+'€llN, . 2*"^'+3*'^^«el7N,. 
2»"^*+3x5»"^* e 17N, . 2'*^*+2**'*+5»''^* £ 23N, . ll«'^-2*" e bW, . 
2*^^*4-7**^^*€65Nt . 3""^'4-l £ 730N, . 2«'*-3n-l £ 9No . 
2'^"*+21n-4 £ 49No . 3"*-8?i-l £64No . 2*~-15n~l £225No . 

7«-+i-.48n-7 £ 288N0 
11-86 n£N, .3 3'"-»+7"x2'"-*£29N, . 2*"x3*"-4»'*x5*"£992N, 
15-9 a,6 £ n . m £ N4 .3 a*^— &"* £ nx(a— 6) . a'"*— ft''* £ nx(a+&) . 

a»«^i-|-&««+«£nX(a+6) 
15-91 a £ n . n£ N,-3Nj .3. a'^^+a^+l £ N^ X (a'+a+l) 
15-92 a,b€n .3- «6(tì^+&)(a— &) £ 6n 

a£n .3- 
16-0 a(a'-l)£«n 16-i a{a'-l)(a«-4)£l20n Cont§! P-2 

16-2 a(a"— l)£2730n 

a£2n4-l O- 
16-3 a{a*— 1) £ 240n 

16-4 aV-l)(« -1) £ 5760n 
16-5 aV~l)(a*-l) £ 4032n 
16-6 aV-l)(a'-l) £ 11520011 

N 1 e. 

l'I, La quinta potenza di un numero (Nq) è terminata colla medesima 
cifra di questo numero. Ne segue che se si scrivono per ordine le succes- 
sive potenze intere positive di un numero intero (Nq), l'ultima cifra d'una 
di esse, si ritrova periodi cament-e come ultima cifra di ogni quarto numero 
successivo. Es. per le potenze di 2 si ha : 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 
1024, 2048, 4096, 8192, 

6*0. Se si aumenta di un'unità il prodotto di quattro numeri interi con- 
secutivi (No), si ottiene per somma un quadrato (Ni'). 

6-1. Un numero intero (Nj) che termini per 2, o per 3, per 7 per 8, 
non può essere un quadrato. 

6*2. Per fare il quadrato di un numero intero (N4), che termini per 5, 
basta moltiplicare il numero delle decine pel numero successivo, e scrivere 
25 alla destra del prodotto. 

6'4-— 41. Se un numero intero (N^) termina per 24, la sua potenza enne- 
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sima (rifiNi) termina per 76 o per 24 secondochè n è un numero pari od nn 
numero disparì. 

6*42. Se un numero intero (Ni) termina per 76, la sua potenza ennesima 
(n«Ni) termina per 76. 

6*43. Se un numero intero (N^) termina per 26, la sua potenza ennesima 
(w^Ni+l) termina per 76. 



§30. ^ 
7-6 aelUl .3 a+/a>2 

La somma di due numeri reciproci interi frazionarli (R) diversi dal- 
Tunità è maggiore di 2. 

§31. - 

2-0 afi e 0-9 . O^b .3 (10a+6)~(10&+a) = 9(a— 6) 
2*1 ajbjC e 0'"9 . a^c .3 

(100a+106+r)-(100c+10&4-a) = 99(a-c) 
2-2 a,ÌKCjm,n,p e 0-9 . a^c . (I00a+l0b'{-c)—(100c+l0b+a)= 

100m+10;^+?; .3. 7i=}n+p=9 

Note. 

2*0 La differenza fra un numero (Nj) di due cifre, ed il medesimo numero 
rovesciato è eguale a 9 volte la differenza delle due cifre del numero dato. 

2*1 — 2 La differenza fra un numero (Si) di tre cifre, ed il medesimo nu- 
mero rovesciato, è eguale a 99 volte la difiTerenza delle due cifre estreme 
del numero dato ; ed ha 9 per cifra delle decine, e 9 per somma delle sue 
due cifre estreme. 

§32. Num infn 
•9 a e Ni* .=. Num N,^a/NJ e 2No+l 

§33. 1 
11-4 ne Ni .3. V (1-10") = óxlO'-^xlO'^+SxlO"-* 
11-5 neNi .3 2(1-107= v[3. 10'"|r,0-(n-l)lxlO«'*+8xlO»"-* 

+ v[3X lOn r,0-(/i-2)] X lO'^+òX 10"-* 
11-6 a e (2No4-l)-(óNJ .3 '3i{x,m)3[x,me N^ . ax = v(io''|r,0-/w)l 
11-7 as N^ .3- '3.(in,n,x) 3 \7ì£ No . x^ms N^ . 

ax = [v(9xl0>,0-m)]xl0*j 
11-8 |2[9XlO>,0-(n-l)l jxUf7XlO>,0-(w-l)]j = 

tv[7xlO>,0-(7i-2)]!xlO"+*+6XlO"+tv[2xlO>,0-(n-2)]j 
XlO+3 |ibn Albannaj 

11-9 \ll9xlO''\r,0-Ì7i-l)]\^ = {v[9xlOnr,0-(n-2)]jXlO"+* 
+8xlO"+l ilBN Albannaj 

11-91 a = v[4xl0''|r,0-(2n-l)l . 6 = v[4xl0>,0-(n-l)] .3 
a+6+leNi' 
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11-92 a = 2[10''|r,0-(2n— 1)] . b = v:[4xl0>,0-(n— 1)] Q. 

11-93 a £ Ni . w £ 4Ni .3 l[(a+x)*'\xfi-9] e 10N,+3 
11-94 a,n £ N, . w-£ 4N4 .3 l[(a+xr\x,0'"9ì e 10N,4-5 
11-95 a,n £ N^+l .3 ^ Nj'^msfa'* = v j2(m+a*)+l|ir,l-aj 
11-96 a,m,n £ N, . ir£[0--(10**— l)]F{l-m) . 10**— 1 e N^Xa . 
b = 2(a?,XlO~n^, 0-w) . ixeìiiXa 3- & «N^xa 
j Abbé e. Gelin. — Traité d'Arithmétique Élèmentaire — 
Huy a.l897 p.99 {. 
11-97 ajm,n,p £ N^ . n = p+l . x e [0-(10**— l)]F(l-n) . 

i/£ [0-(10"--l)]F(l-p) . lO'^+l £N,Xa . b = Kx^XlO^^'^ 
r, 0-n)+ v(2/^xlO*^*<'2''+i>'|r, 0-p) . ix—'Hy e N^xa 3- 
6£NiXa t Gelin. 1. e. PlOO { 

Note. 

11-4 Per avere la somma dei numeri interi da 1 a 10«(weNi), basta scri- 
vere 5, poi 71 — 1 zeri, poi 5, poi n — 1 zeri. Es. la somma dei numeri intcr 
da 1 a 10» è 500500. 

11-5. Per avere la somma dei quadrati dei primi IO» numeri interi (nfNi\ 
basta scrivere n volte il 3, poi 8, poi n—1 volte il 3, poi 5, poi n — 1 zeri. 
Es. la somma dei quadrati dei primi mille numeri interi (1000 zzlO*), è 
333 833 500. 

11-6. Ogni numero dispari (2No+l) che non termini per 5 ha un multiplo 
formato con sole cifre 1. 

11-7. Ogni numero intero (NJ ha un multiplo formato con sole cifre 9, 
seguite o non da zeri. 

11 '8. Il prodotto di un numero intero (Nj) formato da n cifre 9 (nfiNj) 
per un numero intero (N^ì formato da n cifre 7, si ottiene scrivendo n — 1 
cifre 7, poi 6, poi n—1 cifre 2, poi 3. Es. 9999x7777 = 77762223. 

11*9. Per avere il quadrato di un numero intero (Niì formato da n cifre 



9 (/wNi), basta scrivere n—1 cifre 9, poi 8, poi 7i — 1 zeri, poi 1. Esempio 
9999* = 99980001. 

11-91. La somma di un numero intero (N4) formato da 2w cifre 4 (7?wNi)i 
e di un numero intero (Ni) formato da m cifre 4, aumentata di 1, è un 
quadrato. Es. 4444+44+1 = 4489 = 67 ^ 

11*92. La somma di un numero intero (N^ì formato da 2m cifre 1 (mfNi) 
e di un numero intero formato da m cifre 4, aumentata di 1, è un qua- 
drato. Es. 111111+444+1 = 111556 = 334». 

11*93 — 4. La somma delle potenze simili di dieci numeri interi consecu- 
tivi (Ni) termina per 3 o per 5 secondochè l'esponente della potenza è divi- 
sibile o non è divisibile per 4. 

11*95. Qualsiasi potenza ad esponente intero, positivo, maggiore dell'u- 
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nità, di un numero intero a (ofNi), è la somma di a numeri dispari con- 
secutivi. 

11-96. Un numero intero (N^) è divisibile pel numero intero a (o^Ni) se 
a divide IO» — 1 (nfNi), e se a divide anche la somma dei gruppi di n cifre in 
cui si può scomporre il numero dato, partendo da destra. (L'ultimo gruppo 
a sinistra può anche avere meno di n cifre). 

Sia p. e. n=l, sarà 10» —1 = 9 =: 3* ; ed avremo : Un numero é divisi- 
bile per 3 o per 9 se è divisibile per 3 o per 9 la somma delle cifre del 
numero dato. 

Sia p. e. n=2, sarà 10« —1 = 99 = 3'Xll ; ed avremo : Un numero è divi- 
sibile per il o per 33 o per 99 se è divisibile per 11, per 33 o per 99 la 
somma dei gruppi di due cifre in cui si può scomporre U numero dato, 
partendo da destra. E cosi di seguito. 

11-97. Un numero intero (N^) è divisibile pel numero intero a (aeNiì, se 
a divide 10»» +1 (mfNi), e se scomponendo il numero dato in gruppi di m 
cifre, a partire da destra, la differenza fra la somma dei gruppi di posto 
dispari, e la somma dei gruppi di posto pari, è divisibile per a, (L'ultimo 
gruppo a sinistra può aver meno di w cifre). 

Sia p. e. m=:l, sarà 10»»-|"1 = 11 ; ed avremo : Un numero è divisibile 
per 11 se, scomjxmendo il 7iume7*o in gruppi di due cifre a partire da 
destra^ la differenza fra la somma dei gruppi di posto dispari, e la somma 
dei gruppi di posto pari è divisibile per 11, 

Sia p. e. m=3, sarà 10»»-fl = 1001. I divisori di 1001 sono 7, 11, 13, 77, 
91, 143, 1001 ; e quindi avremo : Un numero è divisibile per 7, 11, 13, 77, 
91, 143, 1001, se, scomponendo il numero in gruppi di tre cifre a ]yartire 
da destra, la differenza fra la somma dei gruppi di posto dispari, e la somma 
dei gruppi di posto pari, è divisibile per 7, 11, 13, 77, 91, 143, 1001. E 
così di seguito. 

§34 n 

1-9 n e Ni+l .3 n [{2+4oc)\x, 0-(n— 1)] = n[{n+l) - 2n] 
1-91 n£N,+l .3 /7[(n+l)-2/i] = [/7[(2ir-l)|ir,l-n]jx2" 

jKlttgel a.l803t.lp.313. j 
1-92 m£N,.n£Ni4-l 3. /7[m+(l-n)]-£N4|^(N,+l) 

Note. 

1-9. Il prodotto dei primi n termini (weNi) della progressione aritmetica 
-7-2. 6. 10. 14.... è eguale al prodotto dei primi n numeri interi consecutivi 
che seguono n. Es. 2x6x10x14X18 = 6x7x8x9x10. 

1*91. Il prodotto dei primi n numeri interi consecutivi che seguono n 
(/wN^) è eguale a 2** moltiplicato pel prodotto dei primi 7i numeri dispari. 
Es. 6X7X8X9X10 = 2«X1X3X5X7X9. 

1*92. Il prodotto di quanti si voglia numeri interi consecutivi non può 
mai essere eguale ad una potenza ad esponente intero, positivo, maggiore 
di 1, 
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§42. max min 

15-3 afiNi.meNi+l .NumNi<^a,/Ni) = m.r el-m .3- 
min,(N,'Yi/N,)Xmin,„_,(N,<vi,/NJ = a 

Nota. 
15-3 Se si dispongono per ordine di grandezza tutti i divisori di un nu- 
mero (Ni), il prodotto dì due divisori equidistanti dagli estremi è eguale a 
numero dato. 

§43 quot rest 

3-0 afifi e Ni Q. rest(a+6, e) = rest[rest(a,c) + rest(b,c) , c\ 
3-1 a £ Ni . m £ Nj+l . x e N^FI-zm r^. rest(Vir,a) = 

rest[v(restja;,aj , a)] 
3-2 a,&,c8Ni Ò- rest(a6, c) = rest[rest(a,c)xrest(&,c),c] 
3-2 i a£Ni.m£Ni+l.a?£N,Fl-m .2). rest(7Ir,a) = 

re8t[/7(rest[a;,aj, a)] 
3-3 a,&,c,d£N4.rest(a,c)=rest(6,c) .3- rest(a4-rf, (?)=rest(&+d, e) 
3' 4 :» » » » rest(arf, e) = rest(M, e) 

3-5 a,6,(?,d £ Ni . cO>d . &>(i . rest(a,(7) = rest(b,c) O- 

rest(a— d, e) = rest(&— rf, e) 
3-6 afifi e N, O- rest(a, he) = rest(a,b)+rest[quot(a,i^) , c]xb 
3-7 afi,c,deTi, Q. rest(a,&a/) = rest{a,&)+rest[quot(a,b),c]X&+ 

rest|quot[quot(a,6), e], rfjx&c 
3-8 afisli^.a>b Ò- rest(a, a— b) = rest(&, a— &) 
3-81 a,6,c,?n £ Nj .^i rest(a,c) = rest(&,c) .=. rest(a+/?i, e) = 

rest(&+m, e) 
3.82 » » » O- rest(am, e) = 

rest(&m, ^ 
3-83 afi^m e N, . a>ft O- rest(a***, a— &) = restCb**, a— &) 
3-84 a£Ni .3 rest(a,6) = rest(a',6) . rest(a",4) = 60wel 
3-85 a,&,m£N, .3* quot((7.,&) = quot(a, ft+m) .=. rest(a,&)5^ 

[quot(a,&)]xm 

3-86 a,6,m£Ni.6>m 3' qiiot(a,&) = quot(a, &— ?>0 •=• 

&— rest(a,&)>[quot(a,ft)+l] X*>^ 
3-87 a,6,m£ Ni .3 quot(a,&) = quot(a+m, &+m) .=. rest(a,6) 

[q}iot{a,b)'-l]Xrn 
3*90 a,&£Ni 3- niaxN,oa?3}quot(a+ir,&) = quot(a,&)Ì = 

6— rest(a,&)— 1 
3'9i afisì^i.a>b .3- quot(a, a— &)— quot(&, a— b) = 1 
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3*92 a,6,c e Nj . a>& . rest(a,c) = rest(6,c) .3 «— è^NiXc 
3*93 a,6,ceN, .rest(a,c)+rest(&,c)eNiX(? O- tì^+^^N^xc 
3-94 ae N^.ne Ni+1 .w8 N^Fl-n .3 2we N^xa .=. 

2rest(w,a)£NjXa 
3-95 a,6,n e N, . a?£[0-(10'*— 1)] . lO'*^ NoX6 O- rest(d?,6) = 

rest^aXlO'^+o?, 6) 
3-96 a,m,n eìS^.xe [0-(10*'— l)lF(l-w) . 10**— 1 aS^xa .3 

rest{2^,a) = rest[v(a;^x 10'*'' |r, 0-m) , a] 
3-97 a,m,n,peìi^ . n=pHhl . a;£[0-(10***— l)JF(l-n) . 

y£[0-(10"*— l)lF(l-p) . 10"-+1 £ N,xa Q. Test(^x—iy, a) = 

rest[v(a;^XlO'^''^|r,0-n)+:S(yrXlO'^2r+i;|^^0-p) , a] 

N o t e. 

3-1. Il resto che si ottiene dividendo una somma di più nnmerì (Ni) per 
un numero a (asì^i) è il medesimo che sì ottiene quando si divide per a 
la somma dei resti ottenuti dividendo ciascun numero dato per a. 

3-21. Il resto che si ottiene dividendo un prodotto di più numeri (Nj) per 
un numero a (afN^Ì è il medesimo che si ottiene quando si divide per a il 
prodotto dei resti ottenuti dividendo ciascun numero dato per a. 

3*85. Affinchè il quoto di due numeri (N^) non cambi quando si aumenta 
il divisore di m unità (mcNj) è necessario e sufficiente che il resto della 
divisione dei due numeri dati sìa maggiore od uguale ad m volte il loro 
quoto. 

3.86. Affinchè il quoto di due numeri (N^) non cambi togliendo ni unità 
(msNi) al divisore, è necessario e sufficiente che la differenza fra il divi- 
sore ed il resto sia maggiore di m volte il quoto aumentato di 1. 

3*87. Affinchè il quoto di due numeri (Ni) non cambi aggiungendo m 
unità (meNi) al dividendo ed al divisore, è necessario e sufficiente che il 
resto sia minore od eguale ad m volte il quoto diminuito di 1. 

3*90. Il più grande numero (N^) che si può aggiungere al dividendo senza 
alterare il quoto è eguale al divisore meno il resto, meno 1. 

3-94. Affinchè la somma di più numeri (N^) sia divisìbile pel numero a 
(ofiNi), è necessario e sufficiente che sia divisibile per a la somma dei resti 
che si ottengono dividendo per a ciascuno dei numeri dati. 

3*95. Se il numero b {be^i) divide 10« («fN^Ì, il resto che si ottiene divì- 
dendo un numero (Nj) per 6 è il medesimo che si ottiene dividendo per b 
il numero formato dalle ultime n cifre a destra del numero dato. 

Es. se n=l, i divisori di 10»» sono 2, 5, 10, e si ha : Il resto che si oi- 
titìie dividendo un numero per 2 o per 5 o ])er 10 è il medesimo che si ot- 
tiene dividendo per 2 o per 5 o per 10 l* ultima cifra a destra del nunuro 
dato. 

3'96. Se il numero a (asì^i) divide 10» —1, (ne^i) il resto che si ottiene 
dividendo un numero (N^) per a è il medesimo che si ottiene dividendo 
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per a la somma dei gruppi di n cifre iu cui si può scomporre il numero 
dato, partendo da destra. (L^ultimo gruppo a sinistra può avere meno di n 
cifre). 

Es. se 71=1, 10" —1=9, e si ha : Il resto che si ottiene dividendo un nu- 
mero per 3 o per 9 è il medesimo che si ottiene dividendo per 3 o per 9 la 
somma delle cifre del numero dato, 

3*97. Se il numero a (aeNj) divide IO» -fi, (n^N^) il resto che si ottiene 
dividendo un numero (Nj) per a è il medesimo che si ottiene scomponendo 
il numero in gruppi di n cifre a partire da destra, e dividendo per a la 
differenza fra la somma del gruppi di posto disparì, e la somma dei gruppi 
di posto pari. (L'ultimo gruppo a sinistra può avere meno di n cifre). 

Es. se w=l, 10*» -|-1=11, e si ha : Il resto che si ottiene dividendo un 
numero per li è il medesimo che si ottiene dividendo per II la diffei'ema 
fra la somma delle cifre di posto dispari, e la somma delle cifre di posto 
pari del numero dato, 

§44 Dvr 

Nj X Dvr 

l'44 D(«,&) =1 . D(&,m) =1 . D(a,n) =:1 .3- D(a6, am+bn) =1 

1-4» D(a,6)=:l r). J)(a+b,ab)=l 

1-46 a>6.D(a,&)=l .3 D{a— &,a&)=l 

1-47 D(a,b) = D(a+bm, a+bm+b) 

1-48 D(a,6) = D(a+&m, a+bm^b) 

1-9 i D (a,b) =D[by 6— rest(a,ft)J 

1-92 a>b . D(a,lb) =D(&,10) =1 Q. a'+ft' elON^ .y. a»— 6* e lON, 

1-93 D(a,6) =1 . D(a+6, 3) =1 O- D(^+&, a'-aft+ft") =1 

1-94 a>b.J)(afi)=l .3. D(a+&,a— &) = dwe2 

3-0 D[a/D(ayb) , b/D(afi) \ =1 

Se due numeri (X^) si dividono pel loro massimo comuu divisore, i quoti 
sono primi fra loro. 

3-1 a,b,c 8 2N,4-1 .3 D{a,b,c)=zDl(a+b)/2,(a+c)/2y(b+c)/2] 
3-2 a,6 e N^ .3 D(a,b) = l^\im^^f^x3[xel"'b . ax eìi^Xb] 

Il massimo comun divisore di due numeri a fi (afisìii) è eguale al numero 
dei multipli di b contenuti nella serie a, 2a, Sa, ba. 

3"3 ncNi+1 . neìi^Fl'"n . ael^^Xu .VyS el'"n . ì^'czizs . 3r>, 
D(w^ ?ej =: 1 3- (^s^iXlIii 

Se un numero (Nj) è divisibile per più altri primi fra loro a due a due, 
è divisìbile pel loro prodotto. 

§45 mlt 
3*1 nsìH^+1 3. m(l-2n) = m[(n+l)-2n] 

9). TU. i90Q BdM. Wì 4 
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§50 Np 

5-81 n€N^ r). 4"*^'+l-€Np 

5-82 néN,+l .3 n*+4-fiNp 

5-83 aéNp . a>3 .3 a" € 24N,4-1 

5-84 aeNp . a>3 Q. a* 8 18N,+1 y 18N,— 1 

5-85$ pfiNp-*2. qe l-(p— 1) .3 2f^1^?|r, l-(^j— l)]£NiXp 

[Matrox, Revue semestrielle a.l900, tS^ p.40j 
5'86 me No . ne N^ . pe Np-^2 . gè l—(p— 1) .3 
v[;f[tn(p— l)-t-?]|r, l-(??p— l)j eN^Xp 

[Pappit, Revue semestrielle a.l900, tS^ p.40j 
5-92 ofiNp 3- ^[l"*"(a— 1)1 -£ N,Xa 
5-93 as (N,+4) -Np 3. /7[l-(a-2)l £ N,Xa 
5-94 aeNp . &£2N4 . a>6 3- -?^f(a— &)-(a— l)l/b! eNoXa+1 
5-941 aeNp . 6e2N,+l . a>b 3. /Z[(a— &)-(a— 1)]/6! e N^xa-1 
5-95 aeNp . 6e2N,.a>6 3 i7[(a-6)-(a-2)J/{&-l)!eN,Xa-6 

5-951 aeNp.6e2Ni+l.a>b 3- 

7Z[(a-&)-(a-2)]/(6-l)! eNoXa+6 

5*96 n eNj+l . a e Np . rr e N^Fl-n . IIx e N^xa 3 

a l"'n r\ r3{x^ e N^Xa) 

Se un numero primo divide un prodotto, esso dividerà uno almeno dei 
fattori. 

5-97 neNj+l . aeNp . a?eNpFl'-n . /Ir eN^Xa 3- 



Se un numero primo divide un prodotto di numeri primi, esso è eguale 
ad uno di essi. 



10-6 p e Np . a e Ni - (N,xp) . r,s e l—(p— 1) . r-=5 3- 
rest(ra,p)- =rest(sa,p) 

Se un numero a (aeN,) non è divisibile pel numero primo p, i multipli 
successivi di a, fino a quello ottenuto col moltiplicatore /> — 1, divisi per ;>, 
danno resti disuguali. 

10-7 a^freN^ . a+fteNp 3. D(a,&)=l 

10-71 afi eN^ . a>6 . a— & e Np 3- I^(^;&) = 1 -w- a,6 eN^xCa— 6, 
10-72 a,6 eNp . m,n e N, 3 D(a*"+6 V) = D(^"+&» =1 
10-73 ap eNp . m,n e N^ a">&" 3. D(a"-6",a) =D(a"— 6",6) =1 
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§ 67. /f 

30 X", X~^X""a e N,x6 O- ^ « N,x& 

3'\ mxX"— 1, EX"'^a+(X'*yJX"'*a)X^HfiN,X& O- ««N,x& 

3-2 mxX'^+l, EX'"'*^— » » » » .;3. > » 

3-0 Un numerò intero (N|) è divisibile pel numero intero b {bs N^) se b 
divide IO» {ne Nj) e divide anche il numero formato dalle ultime n cifre a 
destra del numero dato. Sia n = 1 ; i divisori di 10 sono 2, 5, 10, e si ha 
il noto carattere di divisibilità per 2, 5, 10, cioè : Un numero è divisibile 
per 2i 5, 10, se la cifra delle unità è divisibile per 2, 5, 10, (Se la cifra 
delle unità é zero^ il numero è divisibile per 2, 5, 10, perchè ne N^ O* 
Of NqXw). 

Sia n = 2 ; i divisori di 100 sono 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100 ; e si ha : 
Un numero è divisibile per 2, 4, 5, lOy 20, 26, 50, 100 se il numero for- 
mato dalle tUiime due cifre a destra è divisibile jyer 2, 4, 6, 10, 20, 26, 60, 
iOO, (Se le ultime due cifre a destra sono due zeri, il numero è divisibile 
per ciascuno dei numeri sopra considerati). E cosi di seguito. 

Questa proposizione si sarebbe anche potuta scrivere assai semplice- 
mente cosi : 

a,6,n € N^ . 10**, rest (ajlO'*) € NoXft O- afiN^Xft 

3*1 Un numero intero (N^) è divisibile pel numero intero b {bs Ni), se b 
divide mXlO*» — 1 (m,7ieNi), e se separando n cifre alla destra del numero 
date, la somma del numero di sinistra e di tti volte il numero di destra è 
divisibile per 6. 

Sia p. e. w=9, n=2, sarà mXlO** — 1=899=29X31 ; e quindi avremo 
le due proposizioni: 

a€No.6€(0-99).a+96£29N, .j^. 100a+&8 29N, 

.a+9&c31N, O. 100a+6c31Ni 

Ossia : Un numero (N^) è divisitele per 29 o per 31 se la somma del nu- 
mero delle centinaia, è di nove volte il numero formato daUe Sìie dìie ultime 
cifre a destra è divisibile per 29 o per 31. 

Sia p. e. w=4, n=3, sarà mXlO» — 1=3999=3x31X43 ; e quindi avremo 
le due proposizioni : 

ofi No . 6e (0-999) . a+46 8 31N, Q. 1000a+&£31N, 

. a+4b e 43N, Q. lOOOa+ft s 43N, 

Ossia : Un numero (N,) è divisibile per 31 o per 43 se la somma del nu- 
mero delle migliaia e di quattro volte il numero formato dalle sue tre ultime 
cifre a destra è divisibile per 31 o per 43, E cosi di seguito. 

Questa proposizione si potrebbe anche scrivere assai semplicemente cosi : 

a,6,m,MeNi . mx!©**— 1, quot(a,10*')+[rest(a,10**)jxm8NoX&. 

.3- CLS^^Xh 
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3*2 Un numero intero (Nj) è divisibile pel numero intero 6 {he N|) se b 
divide wXlO»» +1 {m,n,s N^i e se «eparando 71 cifre alla destra del numero 
dato, la differenza fra il numero di sinistra, ed m volte il numero di destra 
è divisibile per b. 

Sia p. e. «1=9, n=2, sarà wXlO» +1=^1=17x53; e quindi avremo le 
due proposizioni : 

ae N, . 68 (0-99) .a-9&el7Nj Q. 100a+&el7N^ 

.a— 9fte63Ni Q. lOOa+beòm, 

Ossia : Un numero (Nj) è divittibile 2>er 17 o per 53 se la differenza fra 
il numero delle centinaia e nove volte il ìium^ro formato dalle «we tUfime 
due cifre a destra é divisibile per 17 per 58. 

Sia p. e. m=2, n=3, sari wXlO» + 1=2001=3x23x29 ; e quindi avremo 
le due proposizioni : 

ae N„ . be (0-999) . a-2& e 23N, Q. lOOOa+b e 23N^ 

. a— 26 e 29N, Q. lOOOa+6 e 29N, 

Ossia : Un numero (N^) è divisibile jyer 23 o per 29 se la differenza fra 
il numero delle migliaia ed U doppio del numero formato dalle ,hh€ ultime, 
tre cifre a destra è divisibile j>er 23 o per 29. E cosi di seguito. 

Questa proposizione si potrebbe anche scrivere assai sempliceiiiente cosi : 

afiyniyne'S^ . ^/iXlO'^+l . quot(a,10'*)— [rest(a,10**)jX//^ eN^Xò . 

.3 ^fiNiX6 

§68 Nprf 

No N^ + — X / ^ > - V min Np Nprf 
•0 Nprf = Ni^.'r3J.T=2N,«[a:/(Ni+l)]) =Numero perfetto Df 
•1 Min Nprf =6 
•2 meNi .3 -aNp"*<^Nprf 
•3 mcNj+1 . 2"-l€Np .3 2""'*(2"-l)eNprf 

j EUCLIDES IX, P36 j 

2»»-i(2-_i)eNprf 
•5 ae Nprf ^ 2N, 3. a N^ ^ m3[a = 2'""* (2"-l) ] \ Euler \ 

•51 Nprf^2N, 3. lONo+6 w 100N„+28 

•52 Nprf^2N,-e6 3. 9N,+1 

•53 Nprf ^2N,- ^28 3 (7N^+l)u(7N,-l) 

•5A Nprf^(10N,+6) 3. 45N,+1 

•55 Nprf^(10N,+8) 3 30N,--2 

•56 a£Nprf^(10N,+8) 3 EX-^a£9No 

•57 Nprf^(496+2N^) 3. (100N,+16)u(100N,+28)s. 

(100N,+36) w (100N,+56) w (100N,+76) 

•6 ae Nprf 3. v/[n^ f> (a,T^j] z= 2 
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Note. 

•0 Questa proposizione dà la defìnizìone di nuìnero perfetto ; cioè ^ dicesi 
jìerfetto (telEiog) un numero quando eguaglia la somma dei suoi divisori, 
l* unità compresa, ed esso eccettuato ». 

'2 Un numero perfetto non è mai eguale ad una potenza d*un numero 
primo. 

•3 Tutti i numeri contenuti nella formola 2»»-i(2w— 1), in cui m è un 
numero intero maggiore dell'unità, e 2»» — 1 è un numero primo, sono nu- 
meri perfetti. 

•4 Tutti i numeri perfetti che si conoscono sono contenuti nella formola 
2 w»-i(2'« — 1), e corrispondono ai valori 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61 di m, 
Elssisono: 6, 28, 496, 8128, 33 550336, 8 589 869056, 137 438691328, 
2 305 843 008 139 952 128, 2 658 455 991 569 831 744 654 692 615 953 842 176. 

I sig-g. I. FitzPatrikeG. Chevrel nei loro Exercices d'Arithmétique 
— Paris, Hermann 1893, pag. 363 — dicono che è perfetto anche il nu- 
mero 144115187 807 420 416, il quale corrisponde al valore n=29, e ciò 
contrariamente a quanto afferma Dupuis nelle sue tavole logaritmiche. 

Per trovare altri numeri perfetti contenuti in questa formola, basta cer- 
care altri valori di m pei quali 2»« — 1 sia un numero primo. Questa ricerca 
viene grandemente semplificata dalla prop. m£ N^ . 2»»— if Np .3- ^w* Np 
che è la P5'7 del § 50Np di F|X3 ; basta infatti limitarsi a dare ad m i 
valori dei numeri primi. Sono già stati sperimentati i valori dei numeri 
primi non superiori a 61. Ma, anche cosi semplificata, questa ricerca è 
straordinariamente laboriosa. 

Mersenne nell'opera Cogitata physico-mathematica asserisce che sono 
perfetti i numeri corrispondenti ai valori 67, 127, 257 di m ; ciò però non 
è ben certo. 

La formola che dà i numeri perfetti che conosciamo, si suole anche scri- 
vere cosi: 2»*(2'»-fi — 1). Noi preferiamo l'altra, perchè più facile a ritenersi 
a memoria. Evidentemente si passa da una all'altra ponendo n^m — 1. I 
numeri perfetti dati da questa formola sono tutti pari ; e la P'5 dice che 
i numeri perfetti pari sono tutti contenuti in questa formola. 

Non si conosce alcun numero perfetto dispari. 

•51 Ogni numero perfetto pari termina per 6 o per 28. 

•52 Ogni numero perfetto pari, tranne il 6, è un multiplo di 9 più 1. 

•53 Ogni numero perfetto pari, tranne il 28, è un multiplo di 7 più o 
meno 1. 

•54 Ogni numero perfetto, maggiore di 6, che termini per 6, è un mul- 
tiplo di 45 più 1. 

•55 Ogni numero perfetto, maggiore di 8, che termini per 8, è un mul- 
tiplo di 30 meno 2. 

•56 Se un numero perfetto termina per 8, il numero delle sue centinaia 
è divisibile per 9. 

■57 Ogni numero perfetto pari, maggiore di 496. termina per 16, o per 28, 
per 36, o per 56, o per 76. 

•6 La somma degli inversi dei divisori d'un numero perfetto, è eguale 2. 
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§ 75. Chf 

1-0 Chf Ni" = e0wdw*4wtów*6wA9 

1-1 Chf Ni* = aO w d w tó w tó 

1-2 Chf N/ = 0-9 

1-3 Chf N, 1^ (2N,+1) = 0-9 

1-4 nfiN, O. ChfN,"^* = ChfN,* 

meìfi O- 
20 Chfm* = 6 O- ChfX'"*m"c2N,+l 
2-1 » -= 6 O. » » e2No 
2-2 ChfX-^T^fiC^Ow^é) IGelin 1. e. P2677[ 

2-3 me 4Ni . = . Chf m fi 4No . Chf X"*m fi 2No .s^. 

Chf m fi 2(2N,+1) . Chf X~'m fi 2No+l 

JGelin 1. e. P2490J 
2-4 infi 8N, . = . Chf X~^m fi 2No . XVX"*m fi 8N, .w. 

Chf X-^m€ 2N,+1 . X«/8X^m fi (4No) - (8NJ 

JGelin 1. e. P2491J 

Note. 

2-0-1 La cifra delle decine di un quadrato (Ni*) è dispari se il quadrato 
termina per 6 ; è pari se il quadrato non termina per 6. 

2*2 La cifra delle decine d'una potenza intera positiva di 7 è o o 4. 

2*3 Un numero intero (N,) è divisibile per 4 quando la cifra delle unità 
è zero, o divisibile per 4, e la cifra delle decine è pari ; oppure quando la 
cifra delle unità è divisibile per 2 e non per 4, e la cifra delle decine è 
dispari. 

2*4 Un numero intero (Nj) è- di visibile per 8 quando la cifra delle cen- 
tinaia è pari, ed il numero formato dalle ultime due cifre a destra è o zero, 
o divisibile per 8; oppure quando la cifra delle centinaia è dispari, ed il 
numero formato dalle ultime due cifre a destra è divisibile per 4 senza 
essere divisibile per 8. 

*** 

Le proposizioni precedenti sono tolte in gran parte dal « BecueU de 
Problèmes d' Arithmétique par VAhbé E, Gel in prof, au Collège Saint- 
Quirin a Huy {Belge) — 1896 — Collège Saint-Quirin Editeur » Questo 
Eectieil contiene 3113 problemi (*) classificati come Tindica la TaÒle des 
Matières che trascrivo integralmente: 

(*) Questi problemi sono in correlazione col « Tratte d* Aritkmétique Été- 
mentaire, del medesimo autore — Huy — Collège Saint Quirin, 1891 » opera 
nella quale ciascun Insegnante delle nostre scuole secondarie troverà molte 
cose utili all'insegnamento. 
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Kombres entiers. — Propriétés dea nombres entiers. — Fractions ordi- 
Viaires. — Norabres décimaux. — Mesures de longueur. — Mesures de sur- 
face. — Mesures agraires. — Mesures de volume. — Mesures pour le bois de 
ehauffage. — Mesures de capacité. — Poids. — Poids spécifiques. — Mon- 
naies. — Nombres complexes. — Puissances et racines. — Rapports et 
proportions. — Règie de trois. — Règie conjointe. — Partages proportionels. 

— Mélanges et alliages. — Du ti tre des matières d'or et d*argent. — 
Qaestions pour cents. — Intérét simple. — Caisse d'épargne. — Eseompte. 

— Rent^s sur TÈtat. — Actions et obligations. — Change et arbitrages. 
- Probi èmes du second degré. — Progressions. — Logarithmes. — Intérét 

compose. — Annuités. — Questions d'arithmologie. — Polygones. — Cercle. 

— Polyèdres. — Cylindre. — Còne. — Sphère. — Formules arithmétiques. 

— Formules pour la mesure des surfaces et des volumes. — Table de 
nombres usuels. 

Alcuni di questi problemi sono semplici esercizi di operazioni da eseguirsi ; 
però r Autore ha saputo dar loro un carattere di novità, e presentarli in 
modo da destare la curiosità e l'interesse dell'alunno. 

Altri sono problemi numerici, varii, curiosi, interessanti, e quasi tutti 
riferentisi a questioni di vita pratica e di pratica utilità. Ciascuno di essi 
è seguito dalla risposta; e sono contradistinti con un asterisco quelli che 
si possono facilmente risolvere sia per mezzo dell'Algebra, sia col solo sus- 
sidio dell'Aritmetica. 

Altri infine sono teoremi da dimostrare; e sono quasi tutti radunati nel 
capitolo « Questions d* Arithmologie », in numero di 450. La maggior parte 
di essi, o sono teoremi interamente nuovi, dovuti all'Autore, oppure sono 
di quelli che difficilmente si riscontrano nei libri scolastici. Molti di questi 
teoremi sono seguiti dal nome di chi pel primo li enunciò. Sarebbe desi- 
derabile che in una ventura edizione, che auguriamo prossima, accanto al 
nome degli autori ibsse indicata l'opera e l'anno, come si suole fare nel 
« Farmulaire de Mafhéniatiqìies ». Credo che l'egregio e dotto Prof. Gel in 
farebbe cosa gradita agli studiosi se a ciascun teorema facesse seguire un 
breve cenno sulla via da seguire nella dimostrazione. 

I sigg. Professori troveranno in questo libro del Gel in una rac- 
colta abbondantissima di quesiti d'Aritmetica classificati in modo che in 
breve tempo, e con tutta facilità, potranno scegliere per la scuola esercizi 
adattati all'intelligenza dei proprii alunni, esercizi curiosi, ed interessanti 
si da rendere ameno lo studio, per se un po' arido, dell'Aritmetica. 
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Torino, Gennaio 1900. 
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ALCUNE FORMULE DI LOGICA 



afiyCjdye/eCÌB r^.\ 

i àr^c ry. a^h .=. ac^ s c^a r^: U^a .=. 63 «^ 

3 » a3& •=• «ID&^ 7 » b^^ •=• bsjc'^a 

8 àb'l^ef .3 ahe'yf 8' ah'^ef, ìTy^ O- O ^^Z" 

10 a3& •=• cic'^ . oT^hjc io' a3& •=• ac'^bc . a^jc^^lx^ 

i 0" (i=b .==: ac^=bc . owc = 6oc 

li ab = oub ,=^. a=i) i2 a'^bs^b 

13 a={aw&)(a^^) i-i {aJ)){Mbj'b)^=a^yébHJi 

i5 a^J)z=absjambsjb^a 

1 7 a& = o-c . 63<^ O- ^3 ^ • "^^^ 

1 8 «3 ^ • "3 ^'^^ •=• ^3^ 1 9 a6 3<^ ' ^^ !D^ •=• ^3^ 

20 a^hjc . -a a6-c . -aac-6 :=: a3<^ • ^3^ 

21 » . ( » w » ) :=zz: » w » 

22 au6 3 ^^ • ^^^=^ ' "3^^ O- ^3^ 
22' » = ». » . » :3' • 

22 " » . » . -a<7d O- ^3^ 

23 ouft 3 ^^ . <3^=c . -ao-d 3- ^3^ 

24 a= ftgcorZ . -afte . -a&d 3- ^^^ = ^^ • a-(cod) =6 
24' » , » . » .-acd 3- 

o-c-d =b . o-ft-rf =c 

25 a= &c . -a(-6)(-c) 3* <^(-&) =<^ • M-^) ==P 

25' a=bcd . -a-&-c . -a-6-rf 3- ^^"^ = ^^ • ^^^rf) =& 
25" ». * » . -a-c-d 3- 

o^ft z= ed . ow-c = bd . ou-d = &c . Omji'Ò^c =d 
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Note. 



Pi La 3! comprende la F,I— 32 e 
la sua inversa la quale ha solamente 
luogo quando il fattore che si vuol 
togliere dalla Hp contiene il fattore 
che rimane nella stessa. 

» 2 La H): comprende la FjI--33 e 
la sua inversa la quale ha solamente 
luogo quando il fattore comune che 
si vuol togliere dalla Hp e dalla Ths 
contiene il fattoreche rimane nella///;. 

» 3 Non è altro che l'applicazione 
del principio export alla F,I — 53 ; cosi 
si può introdurre un fattore nella 
27is solo quando questo fattore che 
si vuol introdurre contenga la IIp, 



P 5 La 3^ comprende la p4 e la 
sua inversa la quale ha solamente 
luogo quando V addendo che si vuol 
togliere dalla Ths è contenuto nel 
addendo che rimane nella stessa. 
» 6 La 3: comprende la F^— 208 
e la sua inversa la quale ha sola- 
mente luogo quando V addendo co- 
mune che si vuol togliere dalla Ths 
e dalla Hp è contenuto nel addendo 
che rimane nella Ths. 
» 7 Non è altro che Tapplicazione 
del principio export alla F,I— 213 . 
cosi si può introdurre un addendo 
nella Hp solo quando questo addendo 
che si vuol introdurre è contenuto 
nella Ths, 
P 4 In linguaggio ordinario come la Fjl — 32 si legge « ad una Hx> si può 
sempre unire un fattore qualunque » cosi la p4 si legge « ad una Ths si 
può sempre unire un addendo qualunque. 



» 8;8* Un fattore si può sempre 
trasportare dalla Ths alla Hp (s'in- 
tende mantenendo il segno e il nome 
di fattore) ma l'inverso si fa sola- 
mente quando il fattore che si tra- 
sporta nella Ths contenga la Hp ri- 
manente. 



» 9;9* Un addendo si può sempre 
trasportare dalla Hp alla Ths (s'in- 
tende mantenendo il segno e il nome 
di addendo) ma l'inverso si fa sola- 
mente quando V addendo che si tra- 
sporta nella Hp sia contenuto nella 
Ths rimanente. 



NB. — La regola determinata dalla coppia (P8 ;P8*) serve per la forma- 
zione di teoremi inversi nel senso indicato in « £1. di Geometria Sannia 
e D'Ovidio pag. 27 éa edizione n. 21 ». 

La regola determinata dalla coppia (P9 ;P9*) si potrebbe chiamare duale 
della precedente. 
P 10 Comprende le F^— 32, p4, F^— 230 

» 10* )» » F,I-^33, F^— 208, F,I-223 

> 10« » » F,I— 50; F,I— 210, Fjl— 224 

» 11 Differisce dalla Fjl— 225 per la scambio di 3 ìii = ; comprende 
tutta la F,I — 225 di più contiene le due forme « ab3a3a^b , e Syll. > . 

» 18 Si può intendere come un caso più generale della F,I— 344 ; da que- 
st'ultima si passa alla p. 18 sostituendo alla condizione « -gab » la con- 
dizione « -gab-c » la quale è sempre vera tutte le volte che è vera la 

precedente, ma non inversamente. Per questo fatto si ha lo scambio fra i 
segni .3- ; '"=■* 

n 19 Comprende in sé la F,I-120 ossia la FjIII §4 P2*4.. Osservando poi 
le equivalenze indicate dalle F^-413 e F|I-254 si vede che la pl9 non è 



altro che la pl8 nella quale alle forme della la parte si sono sostituite 
forme equivalenti. 

» 20 ; 21 Sono coùseguenze dirette della plB. Si potrebbe a queste dare 
le forme della pl9. 

» 22' ;22" Derivano dalla p22. La loro coesistenza genera la F|I-345 ossia 
F^II §5 P5-5. 

» 24;24' Sono generalizzazioni della FJ-352. 

» 25';25'' Sono generalizzazioni della p25. 

NB. — Le F,I-352 ; 24 ; 24' e le 25; 25; 25" costituiscono la regola per 
trasportare una classe da un membro all'altro di una eguaglianza, nei 
casi possibili. 

Varallo, Dicembre 1899. 

PIETRO BUFFA. 

ALCUNE IDENTITÀ 

Il prof. Ferrari Francesco pubblica nel supplemento al Periodico 
di Matematica, anno III, fase. I, interessanti identità fra tre numeri a, ò, e. 
Alcune di queste formule, cioè le 1, 25, 34, 39 del Ferrari si trovano 
nel Formulario. Delle altre mi parrebbe conveniente di introdurre nel For- 
mulario le seguenti, analoghe ad altre in esso già contenute. 

§^ P14: 
{a+2b){b+c-a)+(b+2c){a-b+c)+(c+'2a){a+b-c) = (a+ft+c)' 
{a+b){b+c){c-a)+{b+c)(c+a){a-b)-\-{c+a)(a+b){b-c) = 

(a—b)(b—c){c—a) 
{a-b)*{a+b-2c)-\-{b-c)\b-\-c-2a)Mc-a)''{c+a-2b) = 

S(a—b){b—c){c—a) 
{a-b){b+c-a)(a-b+c)+{b-c){a-b+c)(a+b-c)M(^-a){a+b-c) 

(b+c—a) = Ma—b){b—c){c—a) 
a(b-\-c)(b+c-a)+b(r+a)(c+a-b)+c{a+b)(a+b-c) = 6abc 
a{b—c){b+c—a)-\-}){e—a)(c-{-a—b)+c(a—b)(a+b—c) = 

2{a-b){b-c)(c-a) 
{a+b)\a-b)-\-(b-\-c)''{b-c)+{c+a)\c-a) = -{a-b){b-c){c-a) 
(a+b)(a-by+(b+c)(b-c)*+(c+a)c-a)* = 

2{a+b+c)(a—b)(b—c){c—a) 
ab(a*—b*)+bc{ì/—c^+ca{(^—a*) = —(a+b+c){a—b){b—c){c—a) 
ab(a+by+bc(b^c)*+ca(c+àf = (a+6+e)[(a+&)(6+c)(c+a)— 4a6c] 
a(6— c)(&+c— a)'+6(c— a){c4-a— 6)'+c(a— 6)(a+6— c)*=0 
(a-6)'4-(&-c)»+(c-a)' = 

ò(a-b)(b-c){c-a)l{a-b)*+{b-c)*+{c-a)*] 

F. Castellano 
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Additions au Formulaire 

par G. VACCA 

§r PI 1-0 { C. H. PmoR a.l878; Cfr. Mm. a.l881 t.lO p.33 | 

{ cont. %n P8M j 

61 2|H2^5)+l e NjX[2'(2*+l)+ll jEuLERPetrC. a.l732 t.6 p.l04} 
2|H2f^) +1 s NjX[2'(2"+2'+2*-l)+l] ' | Landry } 

2(H2|^12) +1 £ N,x(2"(2'-1)4-1] t Pervouchine PetrB. a.l878 } 
2^(2^23) +1 e N,X[2«(2'4-1)+1] j . » } 

2fK2f>36) +1 e N,x[2''(2'+1)+1] j Seelhoff Zm. a.l886 1.31 p.l73} 
14-13 { Gergonne Ann. de Math. a.1816-17 t.7 p.l63 [ 

P15. 
•91 ne 6Nt— 1 . a,&eNj .3- 

(a+6)*— a*— 6" e na6(a+6)(a*+a&+6')xN, 
•92 ne 6Nj+l . a,6eNi .3 

(a+6)»— a"-&" e nab{a+b){a*+ab-\-b^*xì^^ 

j Cauchy a.l839, (Euvress.l t.4p.501; Ex. a.l841 t.2 p.l37 { 

§> P7-5 t Pappus vii P8 p.691 j 

§••• m 2. 

•1 oeN, O. aNj '> X3{x+ 0-a 3 N^- NJHI+NJ] 

§Num 
•9 Num(Cl3'NJ = Num(N,FN,) 
•91 Num[(NoF 0"-n)\n 'N „] = Num N, 

§2 P1^73 l/\=0 
^ 14-1 «eN, .3 v[ /, (n+l)-2n] = l[{-lY/r \r, l"2n] 
j Catalan JdM. a.l875 s.3 t.l p.240 j 

§12 l'73 /7A=1 

P6. 
•« ne Ni+1 . OS (rFl-n)Sim . 6= \n[a^—a, (l-n>trj \r, 1-nj Q: 
se 0-(n-2) .3. 2:ayb =0 : ZaT-^/ì) =1 
{ EULER a.l762 CorrM. t.l p.659 ; PefriVC. a.l775 t.20 p.78 } 

•21 Hp P2 .3 2a76=va . va-y& = (— l)yj7a . 

2a-*/6 = (-l)"2(/a)/i7a j Gauss t.3 p.266 } 
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^ 8-i ne 3+No . ae (rFl-n)vSim : re l-(n-2) Or- 2a''=0 :^. 
v|(— l)*a^/77[(a^— a^) |{r,.<j), 1-w ; 1-n^ (r,.s)3(r,s-fiw? . r<s)] |a;,l"'n| 
Xv|(^l)%ajx/7[ . . > • ] > j=ri« 

( Mac Mahon Mm. a.l884 t.l3 p.l44 j 

§!P1. 

•6 .3 2:\n/(n+l)l |n, l-nj =/(n+l)! 

§!3-in 

t Gergonne Ann. de Math. a.1816-17 t.7 p.l6o j 

§Dvr P2 
u,r€Cls'R.a<<. ar.aeR.^/cNi.3 -2 =Pl-34 -3 (Dw)**=D(^0 
•A D[a(^(O-;0] = [D(l,a)f [ Barrieu NAnn. a.l895 t.l4 p.214 j 

§mlt P2 
7f,ve Cls'R . Num^^, Numr cNj . asR . weN, .3 
•82-84 = (ra|D) §Dvr P2-2--4 | Barrieu NAnn. a.l895 t.l4 p.214 } 

§Cnib P3. Mjxe N, .3 

•21 2:|C(//?,r)x2:(l-ar)" \r,0-ìn\ = i:[2'"(x+l)r 

[2"! » » » t = 2'}Jr[C!W,rV |r,0---7/i]|?/, l—x| = 

v;a+y)m|^,l-j:| = 2'[2-(a?+n]»'» ] 

•22 (//i+l)^(l-ir)" = 

[(m+l)|wP-21 O. 
2'}C(?/i+^»'iX2'(l--j;)'- l/',0—(m+l )} = 2'[l"-(a:+l)'»*+i]— 1 .3 

2'| » » ,0---wi| =(.T4-l)'rt+i— 1 .3. 

ri « » ,0--(m- l.ì = (x+l)''»+i-- 1— (m+l)!:^!-"»)»»! .3 P] 

j -21-22 Pascal a.l655 t.3 p.301 j 

§Cmb P3 au lieu de la P-5 lìsez: 

•5 neN, O. V j(-l)'-[C(2?i, rff |r, 0-2^! = (-in3/v)!/(n!)« 

= (-irC(3/i,n)xC(2n,70 

j DixoN London Mm. a.l890 t.20 p.79 i 
•5i a,^?eNi.3. v}[C(>?,r)J-''|r, 0-nj £ (n+l)xN4 

I ViVANTi Zm. a.l888 t.33 p.358 | 

•6 (i+x+xT — -SK^'-'+^'^O x2:[Cim, r+2s) xC(r+2s, s) |s, 
0"'m] |r, l-m| + a;*" X-2'}C(m, 2.s) xC(2.s, s) |s, 0'"m\ 
\ EULER a.l778. PetrNA. a.l794 t.l2 p.47 j 
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§Cmb P4. 
'A nsN^ .3 n! = ^j(— l)'C(n,r) (n—rf |r, 0-nj 

j EuLER Opera postuma a. 1862 t.l p.32 j 
•5 neN, .3 2/(l-n) = l[(—lY^'C{n,r)/r |r, 1-n] 

) IdM. a.l900 p.l21 j 

§Np Pl-3 2(N,+1) 3 Np+Np 

} GOLDBACH a. 1742 CorrM. t.2 p.l35 ; Dem? j 

§Np P4. 
•6 n£N, .3 (2^ri +1 e Np 

} Gergonne a. 1828 Ann. de Math. t.l 9 p.2r)6; Dem? j 

•7 7x2"+l e Np } Seelhoff Zm. a.l886 t.31 p.380 j 

§Np P9. 
•2 Num Np^(4N,+3) e infn 

•3 Num Np^(4N,+l) s infn j cont PlO-4 j 

•^ Num j Np ^ [2|^(2|^Nj)+ 1] j e infn 

( EiSENSTEiN a.l843 JfM t.27 p.87; Dem? j 

§mp 

Il convient de généraliser la Df 1*0 en substituant à THp de la PI : 
afi e Ni+1 > Jft suivante : 

^ 1. a€N,.6€Ni+1.3 

. On a alors : 

Mi mp{6,l)=0 
On peut aussi donner des Df qui ne contiennent pas le symbole « max » : 

•12 mp(6,a) = 7N0 ^ X3[a£ (ft^'xNXr-'^xNJ] Df ? 

. 1 3 [O'-'x = No ^ 7j3(ae ft^xN,)] Df ? 

On peut atwsi ajouter : 

'Ai ae Np . b,céNi .3 i^P(^> bo) = mp(a,&)+mp(a,c) 
2-5 j Wallis a.l658 t.2 p.814 : 

« Si duorum pluriurave numororum primorum potestates quaelibot invicera 
ducantiir, factns partibus suis aliquotìs aiictiis, aequatur facto ex conipo- 
nentibus parti um suarum aliquotarum additione auctis ». | 

§nt PO. 
•9{ aeR.3 nta = /Dvr(iya) . dta = /Dvr{l,a) Df? 

.92 = / mJtjl, a) = / mlt(l,/a) Df ? 
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'\ aéR . be N^+l O- ^P(b,(i) = ii^p(&, nta)— mp(&, dta) Df 

C'est-à-dire : inp^&,a) est la plus grande paissance de & qui divise le 
numérateur réduit de a, ou la plus grande puissance, changée de signe, 
qui en divìse le dénominateur réduit. Un de ces deux nombres est toujours 
iiul car on a (§nt PO^ll) : Dvr(nta, dta) =: 1. Cette Df comprend celle donnée 
pour le cas où a£N|. Alors on a dta = l, il s'ensuit que mp(&,dta) = , 
en tenant compte de la modification introduite au §mp. 

•2 as N4+1 . 6eR .3 §mpPl-5 
•3 m£N^ r^.\ asR*^ .=: xéNp r^^. iwp(x,a) e nxm 
•4-5 aeN^+l . 6eR .3 §mp Pl-8-9 -6 = §mp2-l 
•7 wfiCls'R. aw .3 Ths §mp P2-3 

•8 . Numw eN^ 3- ' '^ 

t -e-T-S Barrieu NAnn. a. 1895 t.l4 : 

'6 Tout nombre fractionnaire est un produit de facteurs premiers affectés 

d'exposants entiers, positifs, ou négatifs. (p. 96). 

•7 Pour foriner le plus grand commun diviseur de n nombres, entiers ou 

•ractionnaires, on fait le produit de tous les facteurs premiers qui entrent 

dans ces nombres, en affectant chacun de ces facteurs de son plus faible 

exposant. (p. 97). 

J8 II y a une loi de formation analogue pour former le plus petit commun 

multiple, (id.). | 

Note. — Il convient de poser le §nt entre les §mlt, et §Cmb. Alors la P6 
qu'on a ajoutée ici irait prendre sa place dans le §mp. 

^ 7. pe Np . p>3 . né 1- (p— 3)/2 . reS, 3. 
M nt2/[l-(p— 1)] e p'xN, ( Osborn a.l892 Mm. t.22 p.51 } 
•t nti/[V"{p—l)]^ e N^xp 
•3 nt2/[l-(p— l)]2«-i £ N^xp* 
•31 » » ]2« e NjXp 
•4 ntv/[l-(p— l)]|\[r(p— l)+2n— 1] e N,xp' 
•41 » » » + 2n ] e N^xp 

•42 . » , + p—2] € N,xp* —{r+2)p/2 

•43 » » » ] e N^xp —1 

} -«--43 Glaisher a.l900 QJ. t.31 p.337 j 

SQ P34. 

•31 acN4 3. ^af^— (N,!)cQ-R 

•91 a€ (NJ NJcres 3. 2:|[//7{a, 1-n)] |n, NJ e Q-R 

3. /a, + /[afl>i + /(afl^a>j+ ... e Q-R 

} Stern a.l848 Jf M. p.95 j 

j •31-91 lyiouviLLE JdM. a.l85X t,16 p.l41 } 
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§q * 44. fl'q 

• 1 /fe qfq : y.zeq . Dy,^ . A?y+-) = fy'hf^ - afi^eq . a<}) . 
Vf'arb eq Q. fx = {fl)Xx \ Darboux MA. a.l880 t.l7 p.55 } 

§E P3 

•8 aéN, .3 a! = 77j/7[/7|Np r> 0-E(s-*x »] \s, N,] |r, NJ 

t TcHEBYCHEF a.l850, JdM. t.l7 p.341 j 

* 5. Int 

i^,reCls'q .3 '^ Intw = Iw = q-A(q-w) Df 

^^o/e. Avec le symbole A on peut exprimer simplement plusieurs autres 
classe^ introdaites dans F1889, et ensuite par plusieurs A. 
Notamment : 
Intu ou I?^ = points intérieurs du domaine u 

Eu =z q~Xu = » extérieurs » 

Lu := l{q~u)rsXu = » frontière » 

'3i «O» O- l'O^^ '3* I(ww^^) 3 li^ w I^ -33 I(I^^^Ir) = IMwIt• 
[ §rpil--33 o. l-SS] 

•4 Aw = q-l(q-w) Df? 

j Cfr . §p P3-2 } 

§lim P6 
•31 aee .3 lim(af^ri |n e Q 

•32 = 7 Q ^ X3((f^= x) 

\ EiSENSTEiN JfiVI. a. 1844 t.28 p.49 j 
13-21 uè qf Nq . Lm :i{u, 0—;?) \n ^q • ^£ (Qf No)decr . lima =0 .3- 

l{auj^^eq j Abel t.l p.222 j 

•4 a£ Qf N^ decr^j . i{a,No) =00 . neN^ . /i8 0-(n— 1) .3 

v(a, nxN,+/i)=Qo 
18-4 j Mansion a.l887 Rés. du cours d'Analyse inf., Paris p.281 j 
18-6 tee qFNodecr . lim?^ =0 . ^modw =ao . ^ii eq .3- 

lìm[y,(sgnUyO"'n)/n] |?m=0 j Cesàro AnaL Alg. pl64 j 

§e 
•8 I EULER Mise. Berol. a.l743 t.7 p.l77: 

«e* = (l-| j existente n numero infinito. »i 

•23 ne^^.xeTfl"'7i .3. e'*+v(a;^e**~'*|r, 1-n) -=0 

j Hermite a.l873 ParisCR. t.77 ; cfr. Gordan a.l893 MA. t.43 j 



^ 
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§log PI. 
'DÌ rrijUsS^ . m<Cn .3- ^^^ l/(mp'"np) \p = log(m/n) 

} Joh. Bernoulli II a.l710^ 1790, a.l729 CorrM. t.2 p.300: 

« Si l'on coupé la progression harmonique 1/x ... en deux parties ... soit la 
raison du nombre des termes dans la première et seconde partie comme ma;?, 
la somme de tous les termes de cette seconde partie sera =: log[(m+»)/w]. »; 

•8 as (e|^— /e)"^l .3 
lim(a^^l \n = l\(n+lf-\loga)yn\ \n, N^j 
t EULER PetrA. a. 1777 t.l j 

( MURPHY A treatise on Alg. Equations, London a.l838 p.81 j 
j EiSENSTEiN JfM. al844 t.27 p.51 : 

and dieses Besultat gilt 

von 0=— j-=0,6922... (excl.) bis a=l (incl.) . } 

§;r PI. 
•81 Tte >J(l+v|6) +vK9— aj6) —ex-* j Mascheroni a. 1798 p.248 1 

•82 n e 9/5 + 3/vj5 - 0X-* 
•83 Tre g(40/3 -2vj3) +70X-» j 

1 KocHANSKi, Acta erudltorum a. 1685 p.398 j 
•84 ne (13>J146)/50 ■\-6Xr* \ SPECHT JfM. a.l828 t.3 p.83 | 
•83 n e (501+80vJ10)/240 -dX^ 

j Gergonne Ann. de Math. a.l817 t.8 p.252 j 

Nof». — Les P'83 '84 donnent des constructions géométriqueM assez si mpic 
pour ;r en observant quo, : 

>J(40/3 -aj3) = 44+(3-/vJ3)'] ; (iajl46)/50 = (13/10)^|[l+(ll/5)»] . 



•9 néNiXeTfl'"n .3- ^**+iiC«^'»"~'^|^, l'"«) -=0 

} LiNDEMANN al882 MA. t.20 p.213; 
cfr. GORDAN a.l893 MA., t.43 p.222 | 
5. «eN, . a,=v(Ni'>n/NJ .3 
•ì lim!(a,4-a,4-...+aJ/n'j \n = Ji*/V2 
•2 lim\iaJl+aJ2+...+aJn)/nl \n =jt/% 
•3 ìim\{aJl-^aJ4+...+aJn')/logn\ \n = ^/6 
•4 UmÌ(0j+$,4--+^J/rt'i |n = 3/7i' 
•5 limj(<Pi/l+<P,/2+...+0,y;t)/nj \n=6/.'^ 
•6 lim\{0JÌ+0t/4+...+0Jn*)/logn\ \n = 7i'/6 

\-i--Q Cesàro a.l893 NapoliA. s.2 t.6 N'U p.l5 j 
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§sin 
2-3 I EULER PetrNC. a. 1760 t.5 p.204 j 

4-5 ae (Qf NJdecr . lima =0 . xe q-2n^ .3 2[(a^cosra?)|r, NJ eq 

•6 . a?£q .3 [2(a^sinra?)|a;, Nq] eq 

{ Bjòrlin'g } 
5-6 XE (— :T/2)-(7r/2) .3 log(cosa? + isiru») = ìx 
j OoTESa.1714 London PhilTrans. t.29 p.32 : 

«...si quadrantis circuii quilibet arcua [x], radio CE [1] descriptus sinum 
habeat CX [sin.r], sinumque complementi ad quadrantem X£ [cosse]: su- 
mendo radio CE prò Modulo, arcua erit rationia Inter EX+XC^J— 1 et CE 
[cosa; 4~ ^ Sina;] mensura ducta in >J — 1. » | 

§sin"* Pln 
Euler, Mise, BeroL a.l743 t.7 p.l67 a adopté les notations : sinAa?, 
Asina;, au lleu de: aina?, sin-^^; où A est 1* initiale de Are. 

§sin"* P3. 
•5 Ai {m,n^Xjy)d{niynen . x,yéNi . x<Cì/ . intng'^x +ntng~*2/ = jr/4] 
= e(l,l,2,3) s. c(2, -1,2,7) u ^(2,1,3,7) u ^(4, -1,5,239) 

{ StObmer BsF. a. 1899 t27 p.l70 { 
•57 7r=v{tng-*/(2n*)|n,NJ 

§vct P8-A4 { Lagny Paris IVI. a.l706 p.319: 

Dans tout parallelog^ramme la somme des quarrez des deux diagonales est 
égale à la somme des quarrez des quatre còtez. | 

35-2n j Regiomontanus a.l533 p.95 : 

In omni triangulo ... sinus laterum ad sinus angulorum eis opposi torum 
eandem habent proportionem. 

§103 p 
^ 1. ke Cls*pnt . h'^k . peh . Uyve qfh .3* 
•0 p{u,k,p) = 
7 vct ^ wlUmllKuq—iip) — (q—p)Xv]/mod{q'-p)] |g, k, p\ =0 j Df 

Hamilton a introduit cet operateur p dans ses Leciures on QuaternionSj 
Dublin a.l853, p.610. 

Lamé (JdM. a.l840 t.5 p.316) avait déjà étudié le modp{ii,k,p) en l'ap- 
pellant « parametro différentiel de premier ordre de la fonction u ». 
i p{u+v, k, p) = F(w,ft,p) + F(r,A:,p) 

^ 2. UE vct . a,pE pnt . me 2+N,, O- 

•i p[wx(p-a) \p, pnt, p] =u -2 viip—af \ p, pnt, p] = 2(p—a) 

•3 p[mod(p— a) I p, pnt-^a, p] = U(p— a) 

•4 pj[mod(p— a)]"* I p, pnt, p j = m [mod(p— a)]'*"*U{p— a) 

^. yn. iw 1^. t.7 6 
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§log PI. 
•31 m,7i£Nt . rìKin .3- 1™ l/{nip"'np) \p =: log(m/n) 

t Joh. Bernoulu II a-lTlO-^ 1790, a.l729 CorrM. t.2 ] 
< Si l'on coupé la progrension harmonique Xfx ... en deux parties . 
raidon du nombre dei) ttirm<w dans la première et Kecnndn partie comi 
la aomitie de tous lei) temies de cettc net'onde partie nera ^ log:[(»' 

■8 ae (ef"— /e)"l Q. 
lim((tri [n = vl(„+i)-'(iogrt)V«r |„, N„| 
} EULEK PetrA. a.n77 t.l \ 
\ MURPiiY A Ireadse on Alg. Equat'ums, London ;i 
1 EI9ENSTEIN JfM. al844 t.27 p.ól : 



= l+loga+3«S>V4.^ 3, 



,,(log»)". 



und dieses Reaaltut gilt 



con a^ . — 0,6922... (excl.) 



hh 0=1 (incl.) 



%K PI. 



» e J(l+,|6) +vK9-3v|6) -eX"- | Masoheii. 
■8J ne 9/5 + 3/^6 -ex-' 
•83 Jic v|(40/3 -2J3) +7eX-' | 

i KOCHANSKI, Acta ei-uditoì-i'x 
■81 ji e (13,|146)/50 +9X"' I Specht .If 

•85 n e (501+8ftJ10)/240 — eX"" 

1 Oergonne Ann. de Matli. 
Noti, — LeH P'83 '81 doniieiit des constructioii^ 
pour n en observant quc : 

,1(40,3 -2^3) =44+(3-M3)>I ; (1»J146 p 

■9 «eN, ree rf l-?i .3. Ji*+i(.i;^^''^' 

1 LlNDEMANN a-1882 MA. t.20 p.2l 
ofr. QOEDAN n.l893 MA. t.43 p.222 i 
4K 6. »eN, . <i.=v(N,-w/N,) .3 

lim|(o,+o,+...+<,J/«"| I» = n'/k" 

lira|(o,/lH-<i,'2+...+o./n)/>l| |b = 

limf (o,/l +V4+...+o./«'l/logn ( 

Um|(*,+ 0,+-+*J/)i"| |n = :: 

lini|(<P,/l + *,/2+...+ *./»)/« ! 

llmt(3',/l+*^4+...+*,/n") I i. 

I •l-^O CESiEO a.l893 Nei 



v-ì^ (Voir 




n 




vo. 






et 4. 
- (2a+l)n 

<iuadratiques de a». 

i.<f-:S(a?") e Nxa 
S EucLiDES IX P36 scolia j 



ri e Np 

//eNp .3- 
'/,./;,.)|r, 1-n] 

/•-(E4r)'[ (2E4r+l) e e/[4{2E^+l)] 
■Il de la racine carrée, BD. a.l887 p.l76j 
{ti =• l^modz; = .3« l^mod(w+t?) =0 



r .=. 3(6;c)3(6£^M . cfJlt? . 6+c =a) 
.=. » [l,m(M— 6)=0 . l.m(v— c)=0 . 64*^=^1 
O- » [l,mod(M+t;— 6— c)=0 . 6+c=a] 
O- l,mod(M+i;— a)=0 . Df A O- ^^ A(2i+i;) 
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^ 3. 

M IIp PI . up =: maxH^i . p(w,&,7)) e vct .^. p(?«,ft,p) 
•2 Hp PI . le (IntA)F0 . te© . Dlt, y(u,k,lt) e vct Q. 

D(ul, 0, = P('<,ft, '0 X Dlt 
•3 HpP-2 . i^W = max iiVe O- F(«^A^0 X D// =0 



Additioyis au Fomnuìaire par M. Chini. 

§a 

neN, . a;eQ Q. Enr) = ?No'^:r3[^^'r<(:rH-ir] 

Ef^r) = E(''>JEj;) 

§vct 
10-91 u,v,we\QX,xs(\ r^. (uXf%ric) = {a:i(Xf^)w 
h,ì:, WS yc\mO r^. (uXr)* =: u^v* .=. ?/£q2' 
{uxv)w = («X?^)?5 .=. '"£ qio 

§D vct U D 
56. uè (vct-^0)Fq . Du e vctFq .3 Dmod^^ = VuXDu 
DUw = [(cmpJ_?^)D^^]/mod^* 

§102 rectaTang Nomi curvatura 
^ 4. pe pntFq . teq . Dpt e vctwO . lypt e vct-qD/>/ .3 
Norm(p,/) = recta\pt, (cm\-)\Dpf)(D^pt)] Df 

Norm(p,0 = recta[2;/, D(VDpt)\ 
curvatura(p,/) = modD(UD;j^)/modDp/ Df 

Additions au Formulaire par G. Enestrom. 

§— note. A^joutez : 
On rencontre Ics signes -\- et —, employés régulièrement avec 
la signification actuelle, chez Gramraateus a.l521. (\^oir 
M. Cantor, t.2 (ód.2) p.39.) 

§7r Pl'5. Au lieu de P. Metius mettez A. Anthonisz. 
(Voir BM a.l888 p.36; 1889 p.84.) 

§;t P2*3 Remplacez la citation par: 
j Euler: a.l735(?) ; CPetrop. t.7 a.l740. (Voir BM a.l890 p.24.) \ 
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Additions au Formidaire par G. Peano. 

§iPl 
•8 m,n£N^ . uè Nof(l'"m i V"n) .3- 

§1 PIO 
neN^ . ae (0'"9)f(0*"n) . weN^ .3- 
'ì l(a,.X" \r, 0-n) £ 2No .=. a, e 2No 
•2 » £ 3No .=. l(a, 0-n) £ 3No 

•3 » £ 4No .=. ao+2ai£4No 

•4 » £ 5No .=. a^ £ oNq 

■3 > £ 9No .=. l{a, 0-n) £ ON^ 

•6 * £ 2"*No .=. a,+a,X+a,X'+...+a,,_,X***-* £ 2"*No 

•7 » £ 5"*No .=. » » » » £ 5*"No 

§Np 4-32 Np -tó ^ (4N,+1) 3 N,»H-N," 

Np n [(8N,+1) o (8N,+3)] D N,'+2N,« 
Np ^ [(8N,+1) u (8N,-1)] ;3 N,«-2N,^ 
Continuatìon : Legendre a.vi tables 3 et 4. 
5-23 asN . 2a+l £Np . &£ n - n(2a+l) .3- 

("bf-l e n(2a+l) .=. be n» + (2aH-l)n 
[ Legendre a.vi N.134 ] 

Les nombres n^-{-an s'appellent « résidus quadratiques de a » . 

•24 nsN . j;£ N F l'"n . «£ Np .3- (locf—^ioo") £ Nxa 

•31 2'— 1, 2'— 1, 2"— 1, 2^—1 £Np j EucLiDES IX P36 scolia { 

•32 2"-l, 2"-l, 2"-l £Np 

•33 2'+l, 2'+l, 2*+l, 2«+l, 2"+l £ Np 

12-34 a£(N,+4)-Np .3. (a-l)!£N,xa 

§mp 2*7 n£N.a;£ NFl*-?i . a£Np .3- 
mp(a, Ilx) = v;[mp(a,a;^)|r, I—/1] 

§Q 

25-6 ;r£Q-N," .3. ^x- [a— (E4r)«[/(2E4z; +1) £ 0/[4(2E>]2?+l)] 
jDarboux, S^*r r extraction de la racine carrée, BD. a.l887 p.lTGj 
§q44-l i«,7-£ Cls'q . l^odw = l^modi; = .3- l^mod(i^+t?) =:0 

P21 Dem 
§+P8.3 .3* ^5 JIm+>Iv .=. a(6;c)3(6£^w . cbXv . 6+c =a) 
Df ;. O: » .=. » [l,m(t/— 6)=0 . l.m(?;— c)=0 . 6+c=a] 

§q P44-1 O: » .3. » [\ ,moà{u-\-v—b—c)=dò . 6+c=a] 

» O- l,mod(M+t;— a)=0 . Df A O» <^^ X{u-\-v) 
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2-1 1 u,ve Cls'q . aeq Q. k{a+u) = a+Xu -3 1 Hau) = aXu 
•12 r mod M, r mod r e Q .3 X{u-\-v) z= Xu+lv 

%S. M. Viranti a continue la bibliographio de ces sujets dans : 

Lista bibliografica della teoria degli aggregati 1893-1899, BM. a.l900p.l60 

4-41 ue Cls'q . Numu e infn . l' modu eQ ,3, 
r q^3 jNum[w«{jr+Q)] e inftì} = max du . 
1/ » » — » = min du 

§Lm 1. ojcqfNo Q: 
•01 Lmx "^ A(x'ìi,) -02 weN„ .3 Lmo; 3 J «'(m+No) 

2-91 Lm (^l)"\n =z a s, i(~l) 
^ 3. 

•1 wcN, .3. Lm/ì(n/w)|n = {0-(m— l)J/m 
•2 oeR .3. Lm /?(an)|n = [0-(dta — l)]/dte 
•3 ae Q-R 3. Lm ^(an)|n = © -31 Lm/9vj=© 

•4 Lm[n-{E>)'J|n = N„ufoo -41 Lm In-(Ev|n)V\|» |w = 2© 
§lim P6-31 oeQ 3 Um '*,\a\n = 1 
* 7. 

1 aeQ, . neNi O- lim}[*g(a+a;) jo?]" Oj|r = 7Q«£C3(a;"-aj-a) 
{ JoH. Bernoulli t.4 p.l3: 

. univeraaliter "vKa+'NK«+"^a+"vKa &C.)))) prò aequatione 
habebitur x^—x—a = » j 
9-1 UE qfN, . lim w eq 3. lim[ v(w, l-n)/n] |n = lim w 
11-5 ri,ve QfN, : neN» 3„. «„<?;„ : v(„,No) eQ 3. 2(m,No) cQ 

•6 «cQfWNo) 3. v}^[w(rtj,n)|n,N„]|w,N„j = 

2{2[M(w.,n)|m,N„]|n, N,( 
15^4 tt,re Qf N„ : reN^ 3,. tt^^^w^ < r,^^^,^ : 2(tt,Nj€Q 3. 

2(«,N,)£Q 

§limP17 

•2 a;e0 3. v[a;7(l-a;") [n, N.] = 2}Num(N,'« n/N.)Xa;" [n, NJ 

} Lambert Aì'chitechtonik a.l771 t,2 p.507 j 
•3 ajee3 2[na;7(l-a;")|n,NJ = vjNum(N,«n/(N,+l)]a;-|n,N,} 

} EuLEB PetrNC. t.5 a. 1760 p.70 } 
16-8 ne QfNo . ^sQ . 00 -e Lm nl+*M« \n 3. 2(m,No) «Q 
1 9-6 US q f (N,IN,) . i[[V mod M(w,n)| w 'No)J |n, N»] £Q : 

neN, r)n. limM(m,n)|meq 3. lim 2[M(m,«)|«, NJ |m 
= 2[flim u(m,n)\m]\n,-S^ . [ ,Comm(i, lim) ] 
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22-4 OS 1+Q .3 /(a— 1) = 2{ n!//7[(a+r)|r, 1-n] \n, N, 
{ ^TIELING a. 1730 p. 11 } 

23-2 xsx .3 lim [P(n\x)-\-p{—n\x)\ \n =z lim (sgn fi nìx)\n =0 
•21 rreq-r .3- > > > > > =1 

31*0 lim [Num(Np ^ 1—n) /n]|n =0 [ LéEGENDRE a. vi p.464 ] 

§e -Si Um '*>|[(2n)! / (n\n)] |n = 4/e 

§log 1-32 log2 = /2+/(2X2H/(3x2')+... [ p-3 . x=-/2 O- P ] 
•41 log2 = 2[ /3 + /(5X3») + /(7X3') +... [ P-4 . x=l O: P ] 
•42 log[(a+6)/2 = aoga + log6)/2+|2[(a^&)/(a+6)]7n |n, NJ 

2-2 naN^ .3. 

limi [Num Np^ l-a;],/^— 2[r!/(Ioga:)''"^* |r, 0-n] j(loga?r^* |a? = (n+1)! 

{ TCHEBYCHEFF JdL t.l7 p.384 j 

§Subst P5 

•6 neN^ . US qF(l^"n i l'^'u) , Dtrmu -=z:0 . yeq^ .3* 
xsq^ . (Sbw)aj = y .=. 0;= (Sbw)"*y 



§sin 2-4 Lm(siii, q, 00) = (-1) '-'1 

Lm( rrsiiki? \x, q, oo) = q u tao w «(— qo ) 
§vct P9 
•5 a,6,C£ pnt . mod(a--&) ;= mod(a— e) = mod(&— e) =1 .3 
mod[(a+6)/2-c] = >J3 /2 . 
mod[(a+6H-c)/3— a] = /^S | Euclides xiii P12: 

« 'JEctv £fc xuxAov TQiycovov loànXevQov iyyQCKpf], ^ tov tQiycóvoa 
nXevgà dvvàjuei TQUiXaoioDv iorl rfjg ex t« xévrqs t« xvxXh, » j 

•6 apfi^dz pnt . mod(a— 6) = mod(a— e) = mod(a— d) = mod(6— 
e) = mod(6— d) = mod(c— d) =1 .3 
mod[(a+6)/2-(c+rf)/2] = vJ(/2) . 
mod[(aH-&+c)/3-rf] = ^j(2/3) . 
mod[(aH-&4-cH-6Q/4— a] = nJ6 /4 { Euclides xm P13: 

« fi Tqg atpalgag diàfÀergog òvvdfiei rj/xioUa iarl rrjg jiXevgàg rijg 
Tiuga/Ludog, » j 

§ VCt P13 

•2 a,b,ce pnt . m,n£q .3 

[(m+w)^^— ('>^6+w^)T = /n(m+n)(a— &)"+n(m4-^)(^— c)*^wn(6— (?)" 
Stewart Matthew, a. 1717^1785. 
— Propositiones geonietricae more veterum demonsU^atae^ 
Edinburgh a.l763. § vct P13-2 
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•3 a,h,c,deipnt . mjn,p£q .3 

[{m+ii+j))a'-'{f)ìb+nc+pd)\^ = {m+n+p)[m(a'-bf+n{a—cf 
+p(rf— rf)*l — //« n(b—cf—mp{ì)'-'df—np[c—df 

§vct P23 
•2 u,ve vct f 1-4 .3 Dtrm[?^vXi', \{rA l"** • l"*^] =0 
§vct 34. 

•3 a,b,CE pnt . mod(a— b) = mod(a— r) = mod(&— 6?) =1 O- 
cos(&— rt, c—a) = sin[fl^— b, a— (&+e)/2l = /2 . 
sin > = cos > > = v|3 /2 

•4 a,ft,<7,rfe pnt . raod(a— b) = mod(a— e) = mod(a— rf) = mod{6— 
e) = mod(&— ^/) = mod(c— rf) =1 O- 
cos[(a+b)/2 --<^, (a+?>)/2-rf J = /3 
sin » » » > :^ 2J2 /3 
cos[(«+/V^ -e, (a+b)/2 - (c+rf)/2 ) = vK2/3) 
sia » » » » » = <J/3 

Additions au Fomudaire par T. Boggio. 

§sin 5-11 »4£n.a;£q.3' 
siui(4//i+l) 7i;2->rx\ = + coso; sinI(4A>i+2) jr/2+aj] = - sina; 

— =+ » » — =+ » 

sin[(4//i+3)?i/2+x] = - » sm[(4/?i+4) 7t/2+a:] = + » 



» 



» 



1 2 cos[(4/»+l) .-r,'2+r] = - Sina; cos[(4/»+2) n;2-ifX\ = — coso; 

COs[(4//t+3) :rr/2+a-] = + » COs((4»i+4)7r;2+a;] = + » 

•21 sin 2x = 2 8in.r coso; 

cos 2x = (cosaf-(sinxf = l-2(sina')' = 2(cos;r)»-l 
xe 4n.T+2a-r O- «i" ^'''^ = + vi [(1- coso;), 2] 

a-£ (4n+2).T+2aT » — 

.T£q Q. sin «;2 = [(-l)^El.r (2.T)ilv|[(l-co&x-)/2] 

•22 xe 2njr+ 0:t Q. Sina? = + \| [1 — (cosa;)'J 
xe (2n+l);i+0^ » — » 

.7-eq O- sinJ- = [(-l)^E(.r/.^)]>J[l-(cos.x)'l 
a-£(4n-l).T 2+6>;r Q. cosiC = +v|[l-(sin.r)'] 

cefi (4n+l).i/2+a'r » — 

o^fiq .3 cosa; = [(-l)^E(£c/7t+/2)]vJ[l-(sina-)'] 
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•23 xe{8n— 1)71 ;2+ 0:1 Q. 2sm t:2 = + y|(l+sinx)— ^1(1— sinrc) 

» 2cos a'/2 = + » + » 

xe(8n+l)7i;2-\-ejt r)'2sinx/2 = + » + 

» 2cos x/2 = + » — - » 

xe {8n+3)7T;2+0n r). 2sin :r/2 = — » + » 

» 2cos x/2 = — » ■— » 

ire (8nH-5).T/2+07r r). 2sin a;/2 = — :» — » 

» 2cos X'/2 = — » + » 

xsq .3- 

2 sin x/2 = 

[(-l)|^E}<(27r)+/4Ì]J(l+sina")--[(--l)rE(a?/(2;r) + 3/4)]^l-sina') 
2 cos .t/2 = » + » 

"32 2 sia'T cosy = sin(.'r-}-y)+sin(x— y) 
2 sin.x' siny = cos(.7;— j/)— cos(;>r'4-y) 
2 co&r cosy = cos(ir4-2/)+cos(.T— r/) 

•33 sinrr + sini/ = 2 sin {x-\-y);2 cos {x—y)l2 
cosj; + cosy = 2 cos (a:+y)/2 cos (x—y)j2 
co&r — cosy =: 2 sin (x-\-t/)i2 sin (— a'+y)/2 

•34 ir,y,//?£q .^. 

sin(rr+///y) = 2 cosy sin[x'+(//^— 1)?/] — sin[.r+(/>?-— 2)i/] 
cos(a;+^>^!/) = 2 cosy cos[;r+(///— 1)//] — cos[a;+('/?— 2)y] 

•35 a:,?/£q . y-e 2n.T . w^eNo 7^. 

y[^\iì(x-\-2ry)\rfl'" ni] = sin(a?+>>??/) sin (m-\-\)y / siny 
v[cos(aj+2ry)|/',0'"'»0 = cos(a;+//2y) sin (/>i+l)?/ / sin?/ 

•36 a/^eNj . ore q-njT .[3- 

2v[sin7'j?)'|r,r*'/y^] = rn — cos (/??+l).x- sin mx / aìnx 
2^[(cos7^xf[rjl"'ì}i] = ?/it— 1+ cos '/>i!xsin (///+l)i>t; / sinx 

x,y,z£q Q. 
•37 [sin(a;+?/)]"+[sin(jJ— ?/)]' = 1— cos 2x cos 2y 
» — » = sin 2ir sin 2y 

•38 (sin^)'+(siny)' — |sin(a;4-2/)]' = — 2 sino; sin?/ cos(rr+y) 
» » — -|- » — 

.39 [cos(a;+2/)]" + [cos(x—y)Y = 1+ cos 2x cos 2y 
» — » = — sin 2ir sin 2?/ 
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•-40 3Ìn(a?+y+<3^) =: sinir cosj/ cos^ + cosa? siny cosj + 

coso; cos?/ sinj — sinrr sin?/ sin^r 

cos(i»+?/+5') = cosa? cosy cos^^ — sinrr sint/ cos^ + 

Sina? cosy sin^^ — co&r siny sin^^ 

'41 sina?H-sini/+sìn.3^ = 

sm{x+y+z) + 4 sin {x+y)/2 sin (x+z/2 sin(j/4-^)/2 

sina3+sin?/— sin^ = 

— sin(aj+i/+^) + 4 sin (a?+2/)/2 cos (x+js)/2 coB{y+z)/Ì 

•42 cosaj+cosy+cosj = 

—eos(a+y+z) + 4 cos (a7+y)/2 cos {x+z)/2 cos iy-\'Z/2 

cosa?+cos2/— cos5^ = 

cos(a?+2/+-3^) + 4 cos (x+y)/2 sin (a?H-^)/2 sin (i/+5)/2 

•4 3 sin(ir— i/)H-sin(a?— -S')+sin(2/— 5^) = 

4 cos (x—y)/2 sin (x—z)/2 coBÌys)/2 

[sin(a;— ?/)]'+[sin(a?— ^)]'+[sin(i/— -j)'] = 

2[ 1 — cos(a'— 2/)c^s(ir — -3^cos(j/— ^)] 

sin (x+z)/2 cos {X'-z)/2] + sin(y— ^)/2 cos (y+z)/2] = 

(sina?+sinj/)/2 

•44 cos(a?— y)H-cos(a;— ^)+cos(2/— ^) = 

—1 + 4 cos (a?— 2/)/2 cos(?/— ^)/2 cos(aJ— 3^)/2 

cos(ir— i/)'+cos(a?— 2^)"+cos(?/— 2-)' = 

1 + 2 cos(ir— ?/) cos(a?— j) cos(y— -?) 

•4 5 sin(rr+i/— ^)+sin(x— y+^)+sin(— ir+i/+-3^)— sin(ir+y +-^) = 

4sinirsin2/sin^ 

cos(a?+i/— ^)+cos(a?— ?/+^)+cos(— a?+i/+5^)+cos(ir+i/+.^) = 

4cosa?cosycos^ 

•46 l+cosa7+cosy+cos.s'+cosa7cosi/+cosi/cos.s^+cos3'co&r+ 
cosarcosi/cos^^ = 8 fcos(a?/2)cos(7//2)cos(^/2)]" 

1— cosa^— cos?/*--cos2^'+2cosa'cosi/cosj = 4 sin (a:+i/+^)/2 
sin (y+5'— a?)/2 sin (z-\-x—y)/2 sin (a?+?/— j)/2 

1— cosa?'— cost/*— cos^:"— cosxcosi/coss: = — 4 cos (x+y+zì/2 
cos (i/+;2:— a;)/2 cos (^+a?— 1/)/2 cos (a;+i/— 2)/2 
•50 x+y+z=:7t .3. 

sina?+sini/+sin;5 = 4 cos aj/2 cos y/2 cosz/2 
sina;+sin?/— sinz = 4sina?/2sina//2cos5/2 
cosa?+cost/+cosz = 1 + 4sin a?/2 sin y/2 sin z/2 



T=^..?^;:^ I 
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NUMERI INTERI RELATIVI 

per A. Padoa a Roma. 

Presento ai lettori della RdM. la trascrizione ideografica di 
un raio saggio d'una teoria dei numeri interi relativi (positivi 
o negativi), in cui non è presupposta alcuna conoscenza dei 
numeri interi assoluti (positivi) (*). 

Le 97 proposizioni sono enunciate e (tranne le proposizioni 
primitive e le definizioni) dimostrate mediante 9 simboli logici 
( , e Cls 3 = 3^^^) ^ ^ simboli algebrici ( n sue . sym 
prec 1 + X — ) (^; di questi ultimi, i primi 3 sono assunti 
quali primitivi (vedi P 1-7), gli altri 6 sono definiti (vedi P 15, 
26, 30, 37-39, 58-60, 75) (*). 

I simboli « » ed « 1 » conservano qui il loro significato 
ordinario. 

II simbolo « n » rappresenta qui, come nel Formulaire, la 
classe dei numeri interi relativi; poiché in questo scritto non 
si considerano altre classi di numeri, può esser letto breve- 
mente « numero » (*). 

Nell'algebra ordinaria il sogno « — » ha due significati di- 
versi, secondochè precede un numero ovvero sta fra due nu- 
meri. Per eliminare tale ambiguità, al segno « — » ho sosti- 
tuito nel primo caso il simbolo « sym > (che si può leggere 
« il simmetrico di »), facendo uso del segno « — » soltanto 
nel secondo caso (*). Il diverso significato dei simboli « sym » 



(*) Essai d'uìie théorie alffébrique des nombres entiers, précède d*iine in- 
froduction logique à U7ie théorie déductive quélc&nque. Congresso interna- 
zionale di Filosofia, Parigi, 3 agosto 1900. 

(•) Oltre alle lettere, n\V interpunzione logica ed alle consuete abbrevia- 
zioni (P Pp Hp Ts Df). Ho trascritto i simboli logici ed algebrici nell'ordine 
in cai ne ho fatto uso. 

(*) Conservo la numerazione delle P, per facilitare un eventuale raffronto 
con Toriginale. (Vedi Bibl. du Cougrès int. de pkU., t. Ili, p.309-365, 
Armand Colin, Paris) . 

(*) Neiroriginale questa idea è invece rappresentata dal simbolo « ent » 
(entier). 

O Mentre ho assunto vantaggiosamente quale primitivo il simbolo « sym » , 
non sarebbe stato certo opportuno assumere quale primitivo Tordinario « — »; 
ciò dimostra l'utilità espositiva della distinzione enunciata. 

15. Vn. 1901 RdM. t.7 6 
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e « — » è chiarito dalle P 85 e 75, le quali mostrano che tali 
simboli equivalgono rispettivamente alle scritture « — » e 
« + sym ». 

Nell'algebra ordinaria anche il segno « + » ha due signifi- 
cati diversi, analoghi a quelli ora commentati deirordinario 
segno « — ». Qui è fatto uso del segno « + * soltanto nel 
secondo caso (*). 

In attesa d'aver definiti i simboli « + » e « — », ho fatto 
uso dei simboli « sue » e « prec » (che si possono leggere « // 
successivo di* ed « il precedente rfì»), attribuendo loro tale 
significato per cui « a € n .3. sue a = a + 1. prec a =a— 1 » 
(Vedi P41 ed 86). 

Il simbolo « X » conserva qui il significato ordinario ; esso 
però non è mai sottinteso (^. 






È chiaro anzitutto che V intey^retazione enunciata del sistema 
di idee primitive (n sue sym) verifica il seguente sistema di 
pi^oposizioni primitive, 

a, 6, Cy den . uè Cls .3.-. 

suca e n Pp 

syma £ n Pp 

8ym(syma) =a Pp 

sym|suc[sym(suca)J! =a Pp 

an<^ x3(Bymx =:jr) Pp 

syma =a . sym6 =6 .'^. a=b Pp 

an^w : xe n^ii ."^x. sncx su : yen . sucy su Oy- V^^' 
3. n'^u Pp 



1. 
2. 
3, 
4. 
o. 
6. 
7. 






7/ sistema di proposizioni primitive è irriducibile ; in altri 
termini, le enunciate Pp sono assolutamente indipendenti; il 

(*) Conseguentemente, qui non avrebbe senso la P « o^n O» «==+^ • y ^^ 
cui è fatto uso esplicito tacito nei comuni trattati. 

O La convenzione comunemente espressa dalla P «n, òen O- a6=flX^'» 
non mi sembra logicamente accettabile, perchè in disaccordo con la con- 
venzione relativa alla rappresentazione dei numeri con cifre ; invero, ad 
esempio, poiché « 2, 3 £n » , dovrebb' essere « 23 = 2 X 3 ». 

Nell'originale invece del simbolo « X » ho usato il simbolo « . », che qui 
abbandono per poter adoperare senza ambiguità l'interpunzione logica. 

(•) Questa Hp si riferisce a tutte le P enunciate in questo scritto. 
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che significa: nou è possibile dedui^ne alcuna dalle altre (pre- 
cedenti seguenti). 

È noto che per dimostrare Tirriducibilità di un sistema di 
proposizioni ^jrimitive è necessario e sufficiente trovare, per 
ciascuna Pp, una interpretazione del sistema di idee primitive 
la quale verifichi tutte le Pp tranne quella considerata (*). 

Ciascuna delle seguenti interpretazioni verifica tutte le Pp, 
tranne quella il cui numero d'ordine è eguale a quello del- 
l'interpretazione stessa (■). 

be -ea . cecità u ib) . de '(ut w f6 u te) . ee '(ta yjtb>jic\é ed) .30 

1) n= ui 

suca =b . suc6 =a 
syma =a . sym6 =6 

2) n =; « numero intero assoluto, incluso > 
xen .3;b- suca? = a?+l 

synw? = — X 

3) n = layCbylCyld 

suca =6 . suc6 =c . succ =d . sucd =:a 
syma =a . sym6 =d . symc =6 . symrf =c 
4) n^=ia\éCb\ji(\àtd\é te 

suca =& . suc6 =c . suc^ =d . sucd =e . suc^ =a 
syma =a . sym& =d . symc •=€ . symd =6 . syme =c 



5) n = f a u f 6 
suca =6 . suc6 =a 
syma =6 . symft. =a 

6) n = f a u e& 
suca =6 . suc6 =a 
syma =a . sym6 =6 

7) n=itasjtb\étc 
suca =a . SUC& =c? . succ 
syma =a . sym6 =o . symc =6 

/Z sistema di idee primitive è irriducibile, rispetto al sistema 
di proposizioni primitive; il che significa: non è possibile de- 

(«ì Vedi neiroriginale il § 17. 
(*) Vedi neiroriginale il § 58. 

(3) Cioè : « se a, b, e, d, e sono oggetti qualunque, purché a duo a due 
distinti (non eguali, logicamente) » . 
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durre dalle Pp alcuna P che definisca nominalmente una delle 
idee primitive mediante le altre. 

Per dimostrare rirriducibilità di un sistema di idee primi- 
tive, rispetto ad un sistema di Pp, è necessario e sufficiente 
trovare, per ciascuna idea primitiva, una interpretazione del 
sistema di idee primitive la quale verifichi tutte le Pp, e con- 
tinui a verificarle tutte, cambiando opportunamente il signifi- 
cato della sola idea primitiva considerata (*). 

L'interpretazione 

be Ha . ce ^la u ib) . eend . fé ^id w te) .3- 

n=^ia\j tbsj ic 

suca =6 . suc6 =c . sncc =a . sucd =ze . suc^ =/" . suc/=rf 

syma =a . sym& = e . symc =6 . symrf =d . syme =:/". symf:=ze 

verifica tutte le Pp e continua a verificarle tutte se, invece, 

n= tdsé te Kj tf 
ed anche se, invece, 

suca =c . sucfe =a . succ = b 

ed anche se, invece, 

syma =6 . sym6 =a . sym(? =:c ('). 



4> 

Dalle Pp 1-7 si deduce 

8. syma =sym6 .3» ^==* 

[ Hp O- symfsyma) := syiTi(symò) . P30- Ts ] 

9. syma ^=:x .3. a= sym.r 

[ Hp O- 8yni(symrtì =: symx . P3 O- Ts ] 

10. suc[sym(suca)] = syma 

f PI. 2 O- 8uc[sym(8xica)] sn .P4.9 O- P ] 

11. suctsymfsuc(syma)]j = a 

[ P2 . (syma|o)P10 . P3 O- P ] 

12. suca = suc6 .3. a=6 

[ Hp O- syni;suc[sym(8ucu)l{ = 8ym|suc[sym(suc6)]! . P4 O- Ts ] 

.13. an <^ a?3(sucir=a) 

[ oc=. sym[8uc(syma)] O- (l)-(3) 

P1.2 .D. aren (1) 

sucac = siic!8yin[8uc(syma)]l (2Ì 

(2). Pll .3 sucx=a (3) 

(1) . (3) O. P ] 

14. suc6 =% . succ =a .3. &=c 

f Hp O. suc6 = succ . P12 O. Ts ] 



(») Vedi nell'oriifinalc il § 16. 
(0 Vedi ueiroriginale il § 57. 
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Poiché, qualunque sia il numero a, esiste uno ed un solo 
numero il cui successivo è eguale ad a (vedi P13 e 14), si può 
convenire di rappresentare questo numero con una speciale 
notazione, ad es. « preca »; in altri termini, le P13 e 14 giu- 
stificano la Df 

15. preca =:? [n ^ a:3(suca? =a) ] Df . 

Da quanto precede si deduce : 

16. preca en [ P15 o. P ] 

17. a?=preca .3- suca?=a [ » ] 

18. suc6=a .3» 6=preca [ » 1 

19. suc(preca) =a [ (preca | x) P17 O- P ] 

20. prec(suca) ==a [ Pi . (suca,a) | (a,6) Pi« O- P ] 

21. preca=prec6 .3* ^'^=& 

[ Hp O- suc(preca) = 8uc(prec6) . P19 O- P 1 

22. sym(suca) = prec(syma) 

[ x=:syma . y=. sym(suca) . PI. 2. 10 O- x^yBn . sucy =:ac . PIB O- 
y:=. precx Ó. P ] 

23. sym(preca) = suc(syma) 

[ P16 . (precala) PIO . P19 O. P ] 

24. 8ym[suc(syma)] = preca 

[ x=: sym[suc(syma)] . PI. 2.11 O- ^c^n . suca;=a . P18 .3- 
x=, preca .3- P ]i 

25. sym[prec(syma)] =: suca 

[ P2 . (syma|a) P23 . P3 .3. P ] 






Poiché esiste uno ed un solo numero eguale al proprio sim- 
metrico (vedi P5 e 6), si può convenire di rappresentare questo 
numero con un simbolo speciale, ad es. « » ; in altri termini, 
le P5 e 6 giustificano la Df 

26. 0= ? [n ^ a?3(syma?=a?)] Df 
dalla quale si deduce : 

27. Oen [ P26 O- P ] 

28. 8ym0 = [ . ] 

29. syma =a .3 ^^^=0 [ » 1 
Definito cosi il simbolo « », si può definire il simbolo « 1 » : 

30. I=suc0 Df 
ed analogamente si potrebbero definire successivamente i sim- 
boli 2, 3, 

Da quanto precede si deduce : 
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31. leu [ P27 . 1 O- sucOen . P30 O. P ] 

32. syml==precO 

[ P30 O- syml = 8ym(8uc0) . P27.22 O- 8yml=prec(sym0) . P28 O. PJ 

33. syml en [ P31.2 o^ P ] 

Da quanto precede si deducono le P34, 35, 36, le quali espri- 
mono tì'^e forme della legge di induzione, estesa al campo dei 
numeri interi relativi, 

34. Oeu : xen^u .^jc. suca?,preca? su :3- n^w 

[ Hp . P27 O. 0£iiAti .3. a nrM* (1) 

Hp O; 2cen f\ u .3* • Bucacew (2) 

yen . sncyeu . PI .3y • sucysii^M . Hp .3y • prec(9Ucy)eM . P20 Oy • y*** k^) 

Hp . (1).(2).(3) . P7 O. Ts ] 

35. Oeu : xsn ^ u .'^x . suca7,symir£M O. n^w 

[ XBU n u . P2 . Hp .3» . symccen r> m . PI . Hp O* . suc(symac)en n m . Hp O* • 

8ym[8uc(sym«c)]6u . P24 .3*. precxfw (1) 

Hp . (1) . P34 .3 Ts ] 

36. Oeu : xe n^u r^x . preca7,sym.xfiw \^. ix^u 

[xBXirsu . P2.Hp 0«. symxfin^w . P1.6Hp .3r. 

prec(syma?)fin^w . Hp .3c. 8yin[prec(syma?)]sw . P25 0«.sucaceM (1) 
[ Hp.(l) . P34 O. Ts ] 

* 

Ed ora, mediante le P 

37. a-f =a 

38. a+ suc6 = suc(aH-6) Df 

39. a+prec6 = prec(a+6) 

si può definire la notazione * a-^x*, dove anche a? è un « n ^ 
qualunque ; e precisamente : con la P37 , nel caso in cui 
x=0 ; con la P38, in virtù della P37, nel caso in cui a? > ; 
con la P39, in virtù della P37, nel caso in cui x<^0» 
Da quanto precede si deduce: 

40. (a+b) en 

[ Xj{a-\-x) en . PI . 16 .o* . x, suc(a-(-a:), prec(a4-5c) en . P38.39. Ox, 

(a+suea?), (a+precx) fn (1) 

u= X3[{a-\-x sn] .0: (2)-(4) 

P37 .0. Osu (2) 

cce U n w . (1) .Ox.suca;, prec X ftt (3) 

(2) . (3) . P34 .0. noM (4) 

Hp .0. bin , (4) .0. P] 

41. a+l = suca 

[ P30 .0. a+1 = a+ sucO . P27.38 .0. a+1 = suc(rt+0) . P37 .o. P] 



- 79 — 

42. a+ syml = preca 

[ P32 .0. o+ syml = a-{- precO . P27 . 39 .o. a-[- syinl = pree(a-f-O) . P37 .o. P } 

43, a+c = b+c .3. 0=6 

[ Qcen . P40 .d«. {a+x), {b+x) su (1) 

xsn . a+ suca? = 6+ sucx . P38 Oj;. 

suc(a+x) = suc(ò+a2) . (1) . P12 .zy^.a+x = 6+x (2) 

xsn . a+ preco; = 6+ preca; . P39 .3r . 

prec{a+a:) = prec(6-|-^) . (1) . P21 .3? . a-{-x = b-{-x (3) 

M= xB{a+x = b+x .Dar. «=&) O: (4)-(6) 

P37 .3. OfiM (4) 

xs w^ . (2) . (3) .3p. sucx, preca? su (5) 

(4) . (5) . P34 .3. nDu (6) 

Hp .3. C5n . (6) .3. P ] 

44. <7=rf . a+C = 6+rf O- ^^^=* 

[ Hp .3. d=c .3. a+d = a-{-c . Hp .3. a+d = 6+d . P43 .3. Ts ] 

45. {a+b)+c = a+(6+c) 

[ P40 . P37 3. (a+&)+0 = a+b (1) 

P37 .3. b+0=b 3. a+{6+0) = a+ò (2) 
xfn . P38 . 39 . 40 .3f. (3)-(6) 

(a+b) + suca? = sue [(a-Ì-6)+x ] (3) 

sue [«+(6+a?)] = a+sue {b+x) = a+Cò+suea?) (4) 

(a+b)+^Tecx = prec [ (a+b)+x ] (5) 

prec [a+(6+a;)] = a-j-pree {a+x) = a+ (6+preca:) (6) 
w=x? [(a+6)+a2 = a+(6+a:)] 3: (^Ì-CIO) 

(1) . (2) .3. Oeu (7) 

ar€ nnw . (3) . (4) .3r. s uca;su (8) 

XB DAM . (5) . (6) . 3b. preca? su (9) 

(7) . (8) . (9) . P34 .3. n3w (10) 
Hp .3. cen . (10) .3. P] 

46. l+a=:s\kca 

[ u = 053(1+1; = sucas) .3: (l)-(4) 

P31 . 37 .3. 1+0 = 1 . P30 .3. Osu (1) 

xc n-M* . P31 . 3S .3r. l+sucr = sac(l+ac)=suc(suca5) .3«. suex su (2) 
xs UAM . P31 . 39 3j;. 1+precjc = pree{l+ac)=:prec(sucac) . P20 . 19 .3r. 

l+precac = suc(precx) rjx. precjc su (3) 

(1) . (2) . (3) . P34 3. n3M (4) 

Hp .3- asn . (4) .3. P ] 

47. (8uca)+& = suc(a+6) 

[ P41 . P31 . 45 . 46 . 38 .3. 

(suca)+ò = {a+l)+b = a+ (l+6)=a+sucò = suc(a+6) ] 

48. (preca)+6 = prec(a+6) 

{ P16 . (preca \a) P47 . P19 .3. a+b = sue [(precaì+6] (1) 

X =: a+b . y =(preca)+6 . P40 . 16 . (1) 3. 

x,ysn . sucy = x . P18 .3- y = preca .3. P ] 
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49. 0+a = a 

[ P2.7 . 31 . 30 . 18 O- = preci O. 0+a=: (precDrfa . P31.. 48 O- 
0+rt = prec(l-t-rt) . P46 O. O+a = prec{8uca) . P20 O- P ] 

50. a+6 = h-^a 

P37 . 49 O. 0«M (1) 

aj« vìTU Oj. suc(a+ac) = 8uc(a;+a) . P38 . 47 Ojp. 

a+suc£C = (suc«)+« O-t. sucac tu (2) 

flc« lv^u O*. prec{a+a:) = prec(jc+a) . P39 . 48 Oj^. 

a+precaj = (procx) +« O*. precjc ew (3) 

(1) . (2) . (3) . P34 O. iryu (4) 

Hp O. 6«n . (4) O. P ] 

51. a+sym6 = sym [(8yma)+&] 

[ P28 . 37 O- a+symO = a+0 =a (1) 

P2 . 37 O. syma = (syina)+0 . P9 O. a— sym [(syma)+0] (2) 

u-=zxt }a-|-symx = sym [(sima)+3c]j r^\ 

(1) . (2) O. 0«M (3) 

x«nnt4 0«. prec(a+8ymac) = prec t8ym[(8yma)-f jc]| . P2 . 39 .!}«, 

a+prec (symx) = . P2 . 40 . 22 Oir. 

a+sym (sucx) = sym }suc [(syma)+a;]i . P2 . 38 O*. 

= sym [(syma)+(suca:)] .3*. sucxfu (4) 

XB Xifiu , [(prec sue, P38. 23. 39)|(8uc, prec, P39. 22. 38)] (4) . Dx. precx eu (5) 
(3) . (4) . (6) . P34 .3. rrju (6) 

Hp .D. ben, (6) .3. P ] 

52. syma + symft = sym(a+6) 

[ P2 . (8yma|a) P51 . P3 O- P ] 

53. a+ syma =aO 

[ X = a+syma . P2 . 40 O- ajen . P 51 .0. cc=sym [(syma) +a ] . P2 . 50 

3. cc= symx . P29 .3. x =0 O- P ] 

54. (syma) +a =0 

[ P2 . 40 . 53 .3. P ] 

55. a+6 = .3- & = syma 

[ P30 .3. b+a = . P54 .3. b+a ='(8yma)+a . P2 . 43 .3. Ts ] • 

56. (a+b)+c = (a+c)+b 

[ P45 . 50 .3. (a+b)+c = a-\- (b+c) = a+ (c+ò) = (a+c)+6 ] 

57. (a+b)+(c+d) — (a+c)+(6+rf) 

[ P40 . 45 . 56 .3. {a+b)+{c+d) = [(a+6)+c]+tf = 

[(a+€)+b]+d = (a+c)+(6+d)] 

He 4: 

Ora mediante le P 



58. axO =0 

59. axsuc6=ax6 + a 

60. axprecft = ax6 + syma 



Df 



1 






si può definire la notazione « ay^x », dove anche a; è un « n » 
qualunque; e precisamente: con la P58, nel caso in cui oc=dd\ 
con la P59, in virtù della P58, nel caso in cui a:>>0 ; e con la 
P60, in virtù della P58, nel caso in cui a?<0. 
Da quanto precede si deduce : 

61. (ax6)6n 

[ w = a?3 [(axac>n] O: (1H4) 

P27 . 58 O. Ofiu (1) 

ace nnu . P40 r^z. (aX^c+a) fin . P59 O^. suca? zu (2) 

. . . . P2 . 40 Ojj. (aXac+syma) sn . P(»0 .3^. precac eu (3) 

(1) . (2) . (3) . P34 O. iiDm ^ (4) 
Hp O. &«n . (4) O. P ] 

62. {rt+6)Xc = ax<? + &XC 

[ P40 . 58 .3 («+&) X0=0 (1) 

P58 . 27 . 37 O. aX0-[-6x0 = 0+^ = (2) 

jcen . P40 . 59 Ox. (a+6) X suca = (a+6)Xa; + («+&) (3) 

acsn . P61 . 57 . 59 O^. (ax« + 6Xa?) + (a+6) = 

(aXaj+a) + (6xa!+6) = aXsucx + òxsuca; (4) 

acen . P40 . 60 . 52 Ó^. (a+6)X prcx = (a4-6)Xaj+sym (a+6) = 

(a+6) X aj+(sy liia + sym6) (5) 

scgn . P61 . 2 . 57 . 60 Oi. (aXac + 6X2c) + (syma + sym6) = 
(aXiC + syma) + (6xa; + sym6) = /«Xprecx + 6Xprecx (6) 

M=xfi [(a+6)Xa;= aX3c + 6Xx ] O: (7>-10 

(1) . (2) O. 0£M (7) 

(3) . (4) O. sucac ew (8) 

(5) . (6)' O. preca; £W (9) 

(7) . (8) . (9) . P34 O- nl> (10) 

Hp O- cfin . (10) O. P ] 

63. Oxa = 

[ xen . P27 . 62 . 49 ry,, Oxa+scXa = (O+x) Xa = acXa • (1) 

acfin . P81 . 49 Ox. O+ocXa = xXa (2) 

scen . (1) . (2) ri^x. Oxa + xXa = O+acXa (3) 
P27 . 61 . 43 .3 P ] 

64. axl = a 

[ P30 . 27 . 59 . 58 . 49 .3 axl = aXsucO = aXO+a = 0+a = a ] 

65. lXa=a 

[ M =: 3C3 (1 X» = a;) 3: (l)-(4) 

P31 . 58 3. Oew (1) 

a» n^w . P31 . 59 . 41 3j;. Ixsuca? = iXa^+l = a+l = suca? .35. 

sucx eu (2) 

ajfi nAU . P31 . 60 . 42 r^x, IXprecx = 1 Xaj+syml = aj+syml = 

preca; .3.preca;eii (3) 

(1) . (2) . (3) . P34 3. nDw (4) 

Hp 3. ofin . (4) 3. P ] 
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66. (3yma)X& = sym(ax6) 

[ P2 . 62 . 53 . 63 O- aXb-\-{syma)Xb = (a+syma) X& = Ox* = O (1) 
P2 . 61 . (1) . P55 O. P ] 

67. axsyml = syma 

[ P32 . 27 . 60 . 58 . 2 . 49 .3 aXsyinl = 

aXprecO := axO+syma = 0-f syroa =: sym^ ] 

68. (syml)xa = syma 

[ P31 . 66 . 65 O. (syml)Xa = sym (1+a) = syma ] 

69. axb = bxa 

[ u=zQC8 (axx =z xxa) -D'. (1H5) 

P58 . 63 O. Ofiu (1) 

XB nfsu . P59 . 65 . 31 . 62 . 41 . Or. 
aXsucas = aXx+a = xXa+a = xX«+l X« = {x+l) X« = (suca?) X ^ i^) 

sw nw . P60 . 68 . 33 . 62 . 42 Ox. 

aXprecx = aXx-\-syma = acX<J+syma =: xXfl+(syml)Xfl = 

(a:+syinl)Xa = (preca:)Xa ^' 

XI n^n* . (2) . (3) .3*. suca?, precx tu W 

(1) . (4) . P34 D. n^M (^) 

Hp O. *«n . (5) O. P ] 

70. axsymft = syra(ax6) 

[ P2 . 69 . 66 . 69 O. axsymò = (sym6)Xa = sym (6Xa) = sym (^ X^^l 

71. (syma) x (syma)=ax6 

[ P2. (sym6|6) P66 . P70 . 61 . 3 O. 
(syma)X(sym6) = sym(aXsym6) =; sym [sym(aX&)] =« X& 1 

72. cX(a+6) = cxa+cx6 

[ P40 . 69 . 62 . 69.D. P ] 

73. (a+6)X(c+d) = (axc+axd)+(6xc+&xd) 

[ P40 . 62 . 72 O. P ] 

74. (ax6)Xc=ax(6xc) 

[ M = aw [{axb)xx = aXifiXx)] O'. (IH*) 

P61 . 58 O. (aX6)X0= . aX(6X0) = aXO = O. Ocu ^^^ 

awivw . P61.59. 72 . 59.Dz.(aX&)Xsucac = (aX&)Xx + oX5= .a. 

axipxx) +ax6 = «X [6X5C+6] =a X (&Xstica?) Ox. suciX? ««^ ^ 
X9 VLfsu . P61 • 70 Ox. (rtXft) X symx = sym [{aXh)Xx] = 
sym [axC^Xx)] = aXsym (JbXx) = aX (6Xsymx) .!>. syma? f«* J | 
(1) . (2) . (3) . P35 O. nDw ^ ^ 

Hp O- c«n . (4) O. P ] 

» * 

la? 
Per ultimo, assumiamo quale Df della notazione e a-— ^ ^ - 

75. a — b = a+symft 

Da quanto precede si deduce: 
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76. (a—b) sn 

[ P2 . 40 . 75 O- P ] 

77. (a+6) — 6 = a 

[ P40 . 75 . 2 . 45 . 53 . 37 O- 

(a+h) — 6 = (a-|-6)+sym6 = a+(ò+sym6) = a+0 = a ] 

78. (a— 6)+6 = a 

[ P75 . 2 . 45 . 54 . 37 O. 

(a^b)+b =: (a+ sym6) +6 = a+ (symò +6) = a+0 = a ] 

79. a— 6 = sym(b— a) 

[ P75 . 51 . 2 . 50 . 75 O. 
a — 6 = a+ symft = sym[;^syina)-|-6] r= syin(^6+ syma) =: sym{b^a)] 

80. a-(a— 6)=6 

[ P76 . 75 . 79 . 76 . 50 . 78 O. 

fl — (a— 6) =: a-f- sym(a~6) = a-f-(6— a) := {b—a)-{-a = 6 ] 

81. a-h6 = c.3c— &=a 

[ Hp O. e— 6 = (a+b) —6 . P77 O- Ts ] 

82. c—b = a .3 «+& = ^ 

[ Hp .3 a-\-b = (c—6)+ò . P78 O- Ts ] 

83. a— a = 

[ P75 . 53 O. a—a = a + syma =0 ] 
w [ P27 . 49 . 81 O. P ] 

84. a— = a 

[ P27 . 75 . 28 . 37 .D. o— = a+symO=a+0 =: a ] 
w [ P27 . 37 . 81 O. P ] 

85. 0— a = syma 

[ P27 . 79 . 84 O- 0— a = sym (a— 0) = syma ] 
w [ P27 . 2 . 54 . 81 O. P ] 

86. a— 1 = preca 

[ P31 . 75 . 42 O. a— 1 = a+syinl = precd ] 

87. a— sym6 = a+b 

[ P2.75.3.D. P] 

88. a-'ib+c) = (a— &)— e 

[ P40.75.52.2.45.75.76.75O. 
a — {b-\-c) =: a-f- sym(6-|-c) = a+ (symò+symc) = (a+sym6) +symc == 

(a — b) + symc = (a— 6)— e ] 

89. a+ (6— (?) = (a+&) —e 

[ P75 . 2 . 45 . 40 . 75 O- 
a-j- (6— e) = a+ (ò-f-symc) =: (a+ft) + symc = (a-^-^-^c ] 

90. a— (&— e) = (a— 6)+c? 

[ P2 . (symc|c) P88 . P75 . 76 . 87 O- P 1 

91. {a+c) - (b+c) = a-b 

[ P50 . 40 . 88 . 77 O- («+«) — (&+c) = {a+c) — (c+6) = 

i[(«+c)-c ] -6 = a-6 ] 
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92. (a— e) — (&— e) = a— 6 

[ P2 . (1X111010) P91 . F75 O. P 1 

93. (a— 6)xc = axc — bxc 

[ P75.2.62.66.61 .75.3 
(a— 6) Xc = (a+iymò) Xc = aX c+(iymò) Xc = aXc +iym (ÒXc) = 

axc— &XC ] 

94. ex (a— &) = cxa — cx6 

[ P76 . 69 . 93 . 69 .3. P ] 

95. {a+6) X {c-i<l) = (axc + &Xo) — (axd + &Xrf) 

[ P40 . 94 .3. (a+ò) X {c-d) z= (a+ft) Xc- (a+6) Xd . P62 .D- P ] 

96. (a-6) X (c+d) = (axc + axd) - (6xc + hxd) 

[ P40 . 93 .3 (a— 6)X(c+d) = aX{c+d) ^hx{c+d) . P72.D.P ] 

97. (a— 6) X (c— d) = (aXc + frxd) — (ftXc + axd) 

[ P76 . 93 . 94 .3. (a— 6) X (e— rf) = ax (e— d) — 6x(c— d) = 

(axc— axd) — {hxc—hxd) (1) 
(1) . P61 . 91 .D. . . =[(aXc+6Xd)-(aXd + òXrf)]- 

[(6Xc + aX<«)-(6Xrf + «Xrf)] (2) 
(2) . P61 . 40 . 50 . 92 .D. P ] 

Roma, 20 aprile 1901. 



Internatiiyndl Association far promoting the Study 
of Quaterniona and AUied Systems of Mathematios. 

RULES AND REGULATIONS. 

Name and Object. 

The name ofthe association shall be « International Association for Pro- 
moting the Study of Quatemions and AlUed Systems of Mathematics. > 

Its objects shall be to further in every way possible the study of the cal- 
culus of vectors and related quanti ties. 

Membership and Fecs. 

Any one may become a member on his own application, accompanied 
by fees of the current year to the National Secretary, or to the General 
Secretary when thcre is no National Secretary in his country. 

A member may resign his membership by letter to the National Secre- 
tary or to the General Secretary. 

The annual fees of a member shall be twelve francs or its equivalent. 

Any one of special merit to the object of the association, may be elected 
as an Honorary Member or as an Honorary Officer. 

« • • • • • • •••* 

National Secretary, Italy : Giuseppe Peano, Professore nella R. Università 
di Torino. (Voir RdM t. 5 a. 1895 p.l68). 



!.t.^-; 



- 85 - 



ADDITIONS ET CORRECTIONS AU FORMULAIRE a.l901 

par 

E. Cantoni 

C- Ciamberlini, abrégé en (e 

G. EnestrÒm 

A. Padoa » (pd 

G. Peano » (p 

A. Ramorino 

0. Stolz 

G. Vacca » (v 

add. indique cotte sèrie d'additions, 

LOGIQUE 

§3 p.l3 ligne 10. Au lieu de Oper X3 lisez Oper xe. (p 

P5-1 note. 

Le mot «distributif» a été introduit par Servois Ann. t.5 a.l815 p.9d, 
vaec la signiflcation expliquée dans §Hn Pl'O note. Sa valeur est ici 
généralìsée. (p 

P6-2 (p.U). 

Le mot «commntatif» a été introduit par Servois a. 1815, dans la signi- 
fication expliquée dans §- PI -5. (p 

7-i3 a,&,ceCls . a^ .3 <^D^ -3 ^D* [ = Syii ] 

Ex. §Lm P4-6 add. Dem. (p 

p.l6 P8*l note ligne 4. Au lieu de xe lisez X3. (p 

§A p.23 P2-6. Après Hauber au lieu de 1829 lisez 1825. (Stolz 

§- PI -5 (p.25) note. 

Servois a.l815 Ann. t.5 p.98: 

« Soit ffz = ffz, Les fonctions qui commc f ci f seront appelées com- 
muiativen entre elles. » (p 

§8im p.37 ligne 9. Au lieu de §;r lisez §77. (p 

§15 p.38. 
On rencontre cette notation m-i dans Servois a. 1815 Ann. t.5 p.93. 

(p 
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ARITHMÉTIQUE 

§+ p.39. Portez les P40-1-2 en avant des P2. 

En effet dans la P2 on considero le suceessif de 0, 1,... doni Texistence 
est donnée par les P4'0-l-2. (e 

p.40. Après ^ lisez 3 (dans quelques copies). (e 

§+ 4'3. Le principe d^induction, qaoique non énoncé d'une manière géné- 
rale, avait déjà été employé explicitement par Maurolycus a. 1556, dans son 
ouvrage : Arithmeticorum libri duo, Venetiis, a. 1575. 

En effet dans plusieurs déinonstrations cet auteur (p. 7, 17, 30, ...ì après 
avoìr démontré que l'énoncè, étant vérifié pour un nombre, est aussi verifié 
pour le suivant, Tayant veriftè pour les premiers uombres, il en conclut: 
€ et eodem syllogismo prò quovis alio assignato loco utemur ad robora- 
tionem propositi. » (pag.30). Ou plus clairement : (pag.7) « ... et sic deinceps 
in infinitum semper (propositione) repetita propositum demonstratnr » . (v 

8-41 se Cls : ^reN^ .^.c- ^es.^-x=0 :3- ^^N^ .3 ^+ ^-^ [ = P.4 ] 

Cette forme, plus compliquée, de la P*4 a Tavantage de ne plus contenir 
le symbole « do la négation : elle se rapproche beaucoup du principe d'in- 
duction (§+ P4-3) qui dit : 

ssCls . Oes : xes .^x- ^+ ^ O ^^^0 O* ^^^ (^ 

§+ 10-9 note (p.46). • 

On rencontre au<si les puissances des fonctions dans Servois Ann. t.5 
p.93 a.l815 (présentée a.lH12). (p 

§X (p.51) Pl-3 Dem, Ugno 2. Au lieu de a<fe+l) lisez a{b+c) (p 

» » Pl-31 Dem, ligne 2. » a(+b) » (a+ò) (p 

8-2 (p.53) Dem [ (a—rf, ò— rf, c—d) \ (a,6,c) P81 .3. P ] (e 

8*3 (p.53) Au lieu de := lisez = — (e 

8-4 (p.53) Dem [ [3a— &— r, 36— e— a, 3c— a— &) 1 (a,6,c) P8-3 O- P] (e 

8*4 (p.53) Au lieu de =: lisez = — (e 

§/ (p.54) note ligne 11. Après «Oughtred» lisez a.l631. (p 

(p.55) Note sur les fractions. 

La P4'l a,6,c,rffNi ,^: ajb := cjd .=:. ad-=.bc 
a été prise pour définition par MM. : 

Stolz : Vorlesungeti ilber allg. Arithmefik, a. 1855 p.43 ; 

J. Tannery : Infroduotion à la théorie des fonciUms d'une imriablf, 
a.l886 p. Vili, et plus explicitement : 

— Tjeqons d'Arithméfiguey a. 1894 p.l48 ; 

L. Couturat : De l'in fini mnthématique, a. 1896 p.l. 

Alors la fraction a'b est introduite « par abstraction » ; on ne pose pas 
(a/6) = (expression composée par Ics idées précédentesì, 
mais on défìnit seulement par les idécs précédentes Tégalité a;b =z cjd. 
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Nous préférons considérer alò cornine représentant la doublé opération 
Xa Ib, c'est-à-dire «multiplier par a et diviser par b». Los deux opéra- 
teurs a/ò et Cj'd sont égaux, lorsque, appliqués à un mème nombre qui 
rende possibles les deux opérations, ils donnent des résultats égaux. (P3*2). 

Nous avons donne cette Df P3-2 dans F1889 p.l3; voir RdM. t.l p.262. 
, Cette fa^on de considérer les fractions comme des opérations, se trouve 
aussi dans les : Le^ns sur Vanalyse infinitesimale, a. 1894 p.2, par M. 
Méray, qui Tavait déjà publiée dans les AnnN. a. 1889 p.421. 

Il dit: «On convient de représenter le resultai de Topération composée 

< consistant à multiplier un entier donne E par un second nombre n, puis 

n 
e à diviser le produit par un troisième d, parie signe E X -^,.**6i^luì ^^is- 

n 
€ sant le nom de produit du nombre E par le facteur fictif -r. Ces facteurs 

« fictifs, doni les combinaisons sont soumises à un ensemble de règles que 

« nous allons exposer rapidement, sont précisément les nombres fraction- 

« naires ou fractions. 

n' n" 
• Si la comparaison des produits des deux fractions -^r, --77, par un seul 

n: > n' 

« entier E non •=. donne lieu à Tune des relations E — = E — la méme 

d' < d' 

e relation aura lieu entre les produits des mémes fractions par tout autre 

« entier..., pourvu que ces multiplications fictives soient toutes exécutables. 

« On exprime cette corrélation constante en disant que la valeur de la 
première est supérieure, égale ou inférieure à celle de la seconde. » 

Cette idée est la plus naturelle. Dans le papyrus Rhind, du calculateur 
égyptien Àhmès (a.— 2000 environ), on trouve (colonne 12) : 

« l-(2/3+/15) = /5+/15 
En effet, en opérant sur 15 on a : 

15—10—1 = 3+1 » . 

En suivant TA. nous n^avons pas écrit le numérateur lorsqu'il est Tunité, 
mais nous avons remplacé les chiffres égyptiens par les actuels. (p 

§ /P70 note. 
On rencontre la fonction ja sous la forme ga dans Hamilton IrishT. t.l7. 

(V 
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§1^. (p.60) Note sur les puissances, 

Puissance = potentia, est la version de Òvvafiig (Diophantus), qui signi- 
fiait «carré». (p 

§1^ 4-3 (p.62) On peut lire N^ à la place de Nq. (c 

§f^ 6-0 — La première démonstration connue de ce théorème est due à 
Euler PetrNC. t.8 a.1760-61 p.l05. Cette démonstration est tout à fait rigou- 
reuse. Au contraire la démonstration, qu' on cite habituellement de, ses 
Elém, d'Algebre (a.l770) est incomplète. (v 
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§1^ 6' ì Noie — Kummer, a.l857, BerlinAbh. p.41, a étendu sa dénioii- 
stratìon à d'autres classe^; de nombrés premiers. Il resuite de son analyse 
la dém. du théorème de Fermat lorsque m l'"100. (v 

§1^ P6*0-'4. On peut écrire plus simplement ces P ainsi : 

Les avantages de cette snbstitution 8ont indiqués dans la §<- 3*8n. (v 

§1^ P903 (p.64) Dem. au lieu de P04 lisez POI. (e 

907 (p.64). Dem [ 3(a*+a»ò'+&*)— (a»+a6+6»)» = 2(a-ò)«(a'+a6+6«)>0 ] 

fc 

908 (p.64). Dem [ 2(a*+a'ò*+ft*)— 3aò(a'+6») = (a— ò)*(2a'+aò+26«)>0 ] 

(e 
§|S 909 il faut lire cette P ainsi : 

La démonstration salvante est due à Lagrange, (Euvres t.4 p.346, 
a. 1777: 

[ 4(a«+a6+6«)» — 27(a»6+a6«)« = (a— 6)«[2(a«+a6-H»')+3aò]* ] (v 

9-09 1 27(a"+a'6+a6'+6y > 2ò6a*b\a^+ab+by (v 



9-11 (p.64). Au lieu de 5 Jisez >. 

9*13 (p.64\ Cette P subsiste dans THp plus generale a 



(e 



. fl+^>r. 



(e 

(V 
(V 



9-20 Dem 2. 

[2(a3+&*+c»-"3a6c) = {a-\-b+<''i{a-bY+(b-cY+(c-ay] ] 
9-24 Dem 2. [ 2){a+b+c,^—21abc{ = 

(a—hi\a+b+lc)+(b—cy{la+b+c)+[c^ay(a+lb+c\ ] 

9-30 (p.64). Dem [ {bc,ca,ab) \(afi, e) P' 12 .3 P ] (e 

9-31 (p.64). Demi (a%6',c«) | (a,ft,cìPll O. a^i-b^+à > a'6»+aV;>+&V (lì 

{ab.acfic) \ (a,&,c)Pll .3. à^b'+arc'+b^i^ > abe{a-\-b+c^ '2) 

(1) . (2) .D. P ] (e 

9*32 (p.65). Au lieu de 5 lisez >. (e 
9-32 (p.65). Dem [ (a+6+c)ia3+ò9+c»)— (a'+6*+c')« = 

aò(rt-.6)*-Ì-ac(a-c)«-f6c,ò— e)* >0 ] (e 

9-42 (p-65). Dem [ P9-41 -D. P ] (e 

9-43 (p.65). Dem [ P9-42 O- P ] (e 

9-51 (p.65). Dem [ P14'41 .3. P ] (e 

9-30-42-43 } MacLaurin a.l726 LondonT. t.34 p.l09, 104, 112 \ 
•44 afi,c,déN, . Aad = he) .3. (à'cP+ft^c") (c+d)* > (a+hf(^(P 

(V 

14 03 — Cette P, sous la forme : ab = (a+ft)«;4 — (a— 6)v4 , rèduit 
tonte multi pi ication à deux additions et une subtraction, si Ton a une 
table des quarts des carrés. Cette méthode est plu.s commode que celle 
des logarithmes lorsque on n'a que deux nombres à multiplier, et lorsque 



ri"*"*-» 



— 89 -< 

on désirc avoir tous les chiffres dii pnduit. Une table des quarto des carrés 
des nombres l'"200 000 donne tous les produits de deux nombres de5 chìffres 
Voir J. B 1 a t e r, Table des quarts de carrés de tous les nombres entiers 
jusqu'à 200 003, etc. Paris, a.l88Sj. Lorsque a-{-b surpasse la limite de la 
table on peut eneo re utiliser parfois la formule : ab = [a*+6* — (a— 6)']/2 . 
On peut aussi utiliser les formules : 

ab = (a+b) (a-f6+l)/2 - a(a+l)/2 — 6(&+l)/2 
ab = a(a+l)/2 + b(b—l)l2 — (a— 6)(a— 6+l)/2 

qui exigent Temploi d'une table des nombres triangulaires w(n+l)/2. 
(Arnaudeau, Table des triangulaires de 1 à 100 000, etc. Paris a.l896). 

(v 

§(V1404 (p.65). Dem [ (6— c,c— a,a-6ì | {a,b,c) P3-1 O. P ] (e 

1407 (p.65). Dem [ (2b+2c—a, 2c+2a— 6, 2a+2ft— e) | (a,6,r) P1405 O- P ] 

(e 

14121 (p.66). Cette P n'est pas exacte. (e 

14122 (p-66). Dem [ {b+c, c+a, a^b) | (a,6,c) Pll .3. P ] (e 

1413 (p.66). Dem [ (6-hc— a, c+a—b, a+6— e) | (a,6,c)P3-3 .3. P ] (e 

1414 (p-66). Dem [ P3-3 -D. P ] (e 
1417 (p.66). Dem [ {b—c, e— a, a—b) \ {a,b,c) P3-3 .3. P ] (e 
14^5 (p.66). Dem [ P-33 .3. P ] (e 
14-36 (p.66). Dem [ (6-K, c+a, a+b) \ {a,b,c) P*31 .3. P ] (e 

14-38 (a+6+(?)* + (-a+?;+cf + {a^-b-cY + (a-^h-cf = 
4(a*+6*+c*) + 24(6V+6?V+a"6«) (v 

14-7 (p-67). Dem [ (6c, ca, ab) \ (afi,c) P-37 .3- P ] (e 

14-72 (p.67). Dem [ (b-H—a, c-^-a—b, a+b— e) \ (a,b,c) P3-9 .3. P ] (e 

14-73 (p.67\ Au lieu de [a—b)^-\-[b-cf'{-{c—af il faut lire: 

2[ia—b)^+(b—c^+{c—af] (e 

14-73 (p.67). Dem [ (6— e, c-a, a—b) | (a,6,c) P-72 .3. P ] (e 

14-91 (p.68). Dem [ P-9 .3. P ] (e 

15-5 (p.68). Au lieu de 3^«-3-h7» X 2^*-i e 29Ni il faut lire: 
3»» -f7»+ 1 x23»+2 e 29N\. (c 

Au lieu de 992N, il faut lire 992No. (e 



§••• -0 1 aen . he rf +N, .3 r/-6 = (b— NoH^— N^) Dfp 

= (a+NJ^6-N,) Dfp 

•oi » .3. —((vb) = (— 6)*"(— a) 

•2 1 rT,ten . ce /x+N„ . de &+N„ .3 (a"T)--(&-rf) = 
ia'-d}'"(C'-b) [ P2-02 .3. P ] 

•4 a^b .=. acO-& Dfp (pd 

J5. VII. 1901 Rd¥. t.7 7 
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§••• 
Il y a peut-étre avantage à porter ce § avant le §5. 

Entre autres, j'observe qtL'on faìt ainsi disparaìtre les symboles de lo- 

gique (a>-) d©8 P qui snivent; voici comment on peut exécuter ce dépla- 

cement: 

g... 

•0 0- "O = lO 

•Oi aéS^ .3 0-(a+l) = (0-a) u i{a+l) 

•i .3' 0*"a = tO .=. 0=0 

•2 a,6£N^ .3- O*"^ = 0—6 .=. a=b 

•0 a^b .=. 0-a30-& Df 

•i O^a . a^a 

•2 a^ft . b^jCL 3- ^3^=* [ Df à . §1 60 o. P ] 

•3 a^b . 6^c 3- ^^^ [ Df à . Syii o- P ] 

('v 

V 

§Num 
•25 Num(tóc) =1 
•26 OS Cls 3" Num aeN^ .=/. -aa .w: a;ea 3^- 

Num(a-ea;) -= Numa (pd 

•49 06 Cls . Numo fiN^ 3- (^Fo)sim = (oFo)rcp (P 

•57 06 Cls 3- Numo £ infn .=. 1+Numo = Numo Dfp (v 
•82 { Jones a.l 706 SynopsLs palma?*, mathescos Londini p.217 : 

« Generally N*» is the composi tion of n quanti ties in N » . | (^ 

§2" PIO (p.73). Au lieu de l-(m+l) lisez 0-(w+l). (P 

§2 2-5 neS^ . f,g8 rf 0" n 3 llg^^Xlif, 0"'x) \x, 0'"n] + 

l[fxXl{gy 0"'x) \x, 0-n] = lif, 0"'n)Xl(gy 0-n) (v 

§2" 3-3 Dem 

[ Hp O. 3J[r(r+l) \r, l-n] = 32'[(r-}-l)(r+2) |r, 0---(n— 1)] 
= r|[(r+l)(r+2)(r+3) - r(r+l){>+2)] ir, O-(n-l); 
= n{n+lX7i+2) O. P ] (^ 

412 Dem. 

[ .<r, = 2(r^ |r, r--w) = 21^r(r+0— r |r, i-"w] 

= 2{r(r+l) |r, l-??] — 2'(idem, l-n) (1) 
(1) . P3-3 . P3-1 O. s, = ;«(7i+l )(//.+2)/3 — n(w+l)/2 

= 7i(n+l)(2;i+l V6 O. P ] 
4 13 Dem. [ reN, .3. r»=: (r— l)r(r4-l) +r . P31'4 O- P 1 ^' 
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§2'4*1 (p.74) Dans la formule de «, supprimez la citation do Nicomachus. 
Le passag-e cité de Nikomachos ne contient rie?ì sur la sommalion des 
cubos, mais seulement une décomposition des nombres cubiques, d'où Ton 
peut déduire aisément s^ si l'on connaìt la formule generale de la décom- 
position de 71^, qui manque chez Nikomachos. G. EnestrQm. 

4-2. Au lieu de s lisez «j. (e 

4-2 9V = Si*(8s,+1) 3^-, = s,»(4s,-l) s^ = 4s*Ss^' 

s, = 2,s\'(.s,-2)+3s,* 3.<?3 = 8.s\%(s,— l)+3s, 

5,s, = 16.V(Si— 1)+12.S5 = 4.s^'[4s>,-l)+4s,-ll 

33s,o = 4s\«s,(36.Si'— 10.s\+l)— 75.<?, 
3s,, = 16s,*-32,s^,*+34.s;-15n5 = .s,'(16.^,*-32.s-,'+34V-20s,+5) 
12Sj4 = 8s,*(8s,»-65,+7)-25.s, (pd 

51 (p.75). Au lieu de {2m+3) lisez: (2m+3ì;3. (e 

6*1 (p.75ì. A l'Hp ajoutez a^=:b. (e 

10. On donne ici la Df symbolique de notre systèmo de numératlon; 
mais dans les P précódontes (^p.60, etcì, on trouve plusieurs fois des nom- 
bres écrits dans le svstème decimai. (e 

10. Note. — (p.77). Au lieu des lio^es 11-14 lisez: 

Colson (LondonT. a.l72(ì t.34 p.161-174), suivi par Cauchy (OEuvres s.l 
t.5 p.434-455\ sans changer la base dusystème de nnmération, par l'intro- 
duction des chiffres négatifs a reduit de moitié le nombre des chiffres. 

Dans ce système : 6=14, 87 = 113, 1901 = 2101 etc. 

On adopte aujourd'hui la notation des chiffres négatifa pour indiquer la 
caractéristique negative des logarithmes. (v 

(p.78) ligne 5, ajoutez : 

On peut adopter les bandes de papier proposées par Colson a. 1726, pour 
la multiplication abrégée, dans son système de numération. 

C'est-à-dire, pour multiplier 123 par 456 on écrit ce dernier nombre sur 
une bande de papier, en renversant Tordre des chiffres 654; on porte le 6 
au dessous du 3, et on les multi plie; on a des unités. Puis on porte le 6 
au dessous du 2, et en consóquencc le 5 au dessous du 3, et on multiplie 
les chiffres correspondants : la somme de cos produits reprósente des di- 
zaines. On donne t\ la bande un mouvement d'une place ii gauche; on mul- 
tiplie les chiffres correspondants; la somme de ces produits représente de> 
centaines; et ainsi de suite. (v 

20-6 (n—l)(Z.r^) ^ 2y[x,.x^ \{)%s),{l-)itV"ny>{r,s)3{r<,s)] 
•7 (M— l)(2d?)' 5 2n2[ » » > » ] 

} '6-1 MacLaurin a. 1726 LfOndoiiT. t.34 p.ll2 | (v 
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%n 4-3 neNj . a,te rF 1-n Q. il[(a,+&jfr, 1-n] = 

y[n{a,u)xn(b, V'-n^u) \u, Cls' 1-n] (p 

•4 /7[(a?+aJ|r, l-n] = 2t^''5;[^(a,w) |w, Cls' l-n«?>*3(NumM 

=r] |r, 0-nj (p 

•5 m,néNi . aeRf (l'"m t V"n) .3- 
77t2[a(r,s)|5, 1-n] |r, l-mj= v;til[a(r, wj|r, I-m] |n, l-/i F V"m\ 

(P 

§! 1-2 neN, Q. (n!)* ^ n" . n! :^ [(/?+l);2]'* [§i7 lOl O- P] (^ 
•21 ncN^ . afi N,Fl-n Q. (va)! £ N^x/I(a!) (p 

4-3 nsN^ . me n+N^ .3 Num(l— /n F l-^)fsiin = m\/ (m— n)! (v 

Lee objets dont on prenci ici le norabre, s'appellent arrangefnerUs de 
m objets pria 71 à n. (v 

5-4 r,m,ncNi .3 n''^'n[m+(0"'r)7i] / (r+1)! £ N^ (v 

6-3 (p.82) Au lieu de Ths -3 Hsez Ths 2. Ajoutez : 

j Vandermonde ParisM. a. 17 72 j (P 

6-6 asr . nsS, Q. vj(-i)'"C(a,r) |r, 0-n} = (-.l)**C(a— l,n-l) 

7-4 Dem [ P6-2 . m=n=k O. P ] (P 

7. Au lieu de la '5 lisez : 

7-5 vj(-i)'-[C(2n,r)]» |r, 0-2n| = (-irC(2n,n) 

(Cesàro a.l884 Mathesis t.4 p.231j (v 

7-71 a,6er . m.nsN, . m<n .3 2|(— l)**C(n,r)(a+r&)** |r, 0-n| =0 
t EULER a.l743 CorrM. t.l p.264 j (v 

7-9 nsS, .3- 2t(-l)'^*C(n,r)/(n+r) |r, l-nj = / [(2n+l) C(2Ml 
[Wallis a.l655 p.425: 

2" 3""2.3*3 4 "^ 5 ""3.4.5 ' 4 5 + 6 7"'4.5.6.7 
... et sic deìnceps ... | {^ 

7-91 m,n£S, 3. 2[(— l)'*C(n,r)/(w+r) |r,0-n] = n!/77(m+0-^) 

(P 
8. Ajoutez: [ Jones a.l706 p.l72 j (v 

§max p. 85. 

On suppose implicitement ici qu'en posaut, par definì tion, x^u, on puisse 
déduire tx=:u. Cette convention est contraire à §< P-8. Il convient donc de 
rcmplacer g* max u par max u s Nq. (P 

§max -Oi maxi^ = 7 t4f> X3(u 3 0'"x) Dfp 

» » » (w3^""No) Dfp 

» » » (-a t«« N^+x) Dfp (pd 



» 







§quot rest (p.87). Ajoutez: 

•91 a'^b .3 quot[a,quot(a,6)] = 6+quot[rest(a,&), quot(a,6)I 
rest[a, quot(a,&)] = rest [rest(a,6), quot(a,6)] (e 

§E (p.88) P2-4, P3-7. Changez THp en aeNo • beì^i. (e 

§Chf (p.89) P-2. On peut lire No au lieu de N,. (e 

§Dvr 211 Dem. Au lieu de P2 lisez P3 (p 

212 (p.91). Au lieu de P'41 lisez Pll. (e 

2-46-47-49. (p.91) Au lieu de /Nj lisez /(Nj+l), deux fois. (e 

2-7 (p.92) Au lieu de No lisez N^. (e 

2-51 a,b,nsN^ . D(a,&) =1 3- 

1 [V"{ab)r /{ab) - 1 (1-a)** /a - 2 (l-&r /& e N, 

{ Staudt JfM. a.l840 t.21 p.372 j (p 

•52 neN, . ae N,Fl-/z .3 (va— l)!xDa e N,xi7(a!) 

{ Cauchy a.l841, OEuvres s.l t.6 p.l09 j (p 

§ mlt (p.92) 

•03 m(a,6) = ? Ni ^ j?3[ ìH^xx = N,xa ^ N,x6 ] Dfp (pd 

aeCls'R. Numa eN^ 3- 
2-3 i m/a = /Da [ p-3 o. P ] 

•32 ma =/D/a [ (/«|a)P.3i .3 P] Dfp 

'33 /ma = D/a [ p-32 o. p ] 

•34 Da = /m/a [ psi 3. P ] Dfp (pd 

§nt dt Pl-8 (p.94). Au lieu de (dta) lisez (dta)»» (e 

•52 axbe Ni 3 ^^ ^ N^xdtft . nt6 e N^xdta (e 

§Np 1-4. Note — R. Haussner a vórifié que 2x2'-50003Np+Np (Jahres- 

Versammlung der Deutschen Math. Verein. a. 1900 p.7) (v 

3-3. (p.96) Au lieu de No on peut lire N^. (e 

3-91 (p.97). Ajoutez [ as Ni+3 §|NP15-7-71 O. P ] (e 

5*4. (p.97) Sìmplifìez THp en ps Np. (e 

5*9 (p.97). Au lieu de asN lisez rteN^. (e 

(p.97) ligne 3 en remontant, apròs « continuation » , lisez Pl2*6. (e 
8'1*2 (p.98). Dans l'Hp, au lieu de qe l"'(p—l)y il me semble qu'on doit 

lire q8l"-{p—2), (e 

8^4 me Np . neN^ . m> n+1 3- ^ (l'*'^r ^ N^xm 

{ LiONNET ; voir Catalan BelgioquM. t.46 a.l886 p.l4 j(p 



- \ 



ll'l (p.99). Cette P contient le signe >jqTii n'est pas encore definì, (e 
ll'l. On peut éliminer le symbole >J qui y fig-ure cn l'écrivant : 

aeN, O. a! = n \II [h [Nipfxcsisr xr ^a)] \,% NJ \r, N,{ (v 

12-4 (p.99ì. Changez l'Hp en ofNi+l ou bien en rt"»+6'> £Nt)-/2. (e 
12-6. Autre Dem: 

} Mertens WienA. a. 1899; WarszawaP. t.U p.l94 j (p 

§mp 2-01 pe Np . be 0-(p— 1) F 0-n . a= 2(6 ^p** |r, 0-n) Q. 
mp(p,a!) = (a^lb)/{p-l) 
\ KuMMER a.l852 JfM. t.44 p.ll5 j (v 

§ Nprf (p.l03). 

Nprf ^(2N,+1) 3 NpX[(2N,+l)X(2N,+l)l" 
j Descartes a.l638 t.2 p.429: 

« [ Il n'y a ] point de nombres parfaits impairs, si co u'est qu'iis soient 
composés d*uii seni nombre premier, multiplié par un carré dont la racine 
soit composée de plusieurs autres nombres premiers » . ( 

Nprf ^ (2N,+1) Z) (4N,+l)xN," (v 

j Frenicle a.l657; voir Huygens Oeuvres t.2 p.32: 

« Pour les nombres parfaits ... impairs, s'il y en a aucun, il doit estre 
multiple d'un quarré par un nombro pairement pair plus 1 » . { (v 

ae Nprf n (2N,+1) .3 Num{Np ^ a/NJ ^6 
j Sylvester a.l888 Mathesis t.8 p.57 j (v 



§1' pag. 105 ligne 13 d'en bas. Au lieu de Òv^ lisez : 1^ 

§Q 18-7 (p.l08). Au lieu de u+v llsez mw 
53. Ajoutez : 

•01 aeq . m£2Ni+l .3"*\l^ = ^ ^T oc3(x'^'=a) 

Cette Df est appliquée daus les P55'7, 58-2-3. 
55*3 (p.lll) Au lieu de a>6 lisez a<6. 



(V 

(P 

Df 

(e 



§Log p.ll5. Note sur les logarithme». 

Neper reeonnut plus tard les avautages do tables donnant les loga- 
rithmes en base «dix»; Briggs a commencé ce calcul, et publia a.l624, les 
logarithmes des nombres 1- -21)000 et 90 000 «-^ 100 000 à moins de lO-i». 

Wlacq a.l628 publia la table des log 1--100 000 à dix décimales. 

On a publié beaucoup d'éditions des tables de logarithmes. Dans les ap- 
pi ications pratìques des astronomos et des ingénieurs sont commodes les 
tables à 5 décimales. 



r' 



— 96 -- 



M 






, DanS les applications plus communes, les ingénieurs adoptent la « règfe 
logarithmique » . La multiplication est obtemie en faisant glisser Tane des 
parties de la règie sur l'autre, et on Ut immédiatement le produìt. 

Sì Ton adopte la numera tion binai re, les tables correspondantes des 
logarithmes sont 5 fois plus courtes; la longueur de la règie logarithmique 
est aussi réduite dans le méme rapport. (p 

§Q 41-4 

H. Padó, dans T « Enseignement Mathématique » mars a. 1901 vient 
d*analyser les démonstrations de cette prop. 



%l 1-5 (p.ll8). Au lieu de (N^ lisez (/N^ 

FONCTIONS ANALYTIQUES 



Dfp 
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§cres -911 fs (qfu)decrj^ , xeu 0-l'/^^ = l'/*[^(^~"Qo)] 

•912 » » 1 » 1 , -[. » 

Ex. §Lm 1*4 Dem. (Bamorino 

§Lm PI. xsqfN^ .3. 

. -03 (Lmir)-{a;%) = {Ax'l^^Hx'N^ (v 

•04 (Lmx)(ix^N^ = a3[méNj^ 'Z)m* a8x\m+]^^] (v 

§ Lm 1-2 Dem. 

[ Hp . PO -ID.*. +»£ Lmr .=:: msì^o .13»» • +»e Ax^m-^-ì^o) (1) 

(1) . §i P3-0 .3.'. +»e Lmac .=: ttuNq -Dn». ra;'(m+No) =« (2) 

Hp . wwNo . §' Pl-2 .D. ic*(w+No) D a*No (3) 

Hp . (3) . §Q P18-5 .D. l'sc'Cw+No) ^ l'wNo (4) 
(2) . (4) O. Ths ] 

1-3 Dem 

[ Hp . P-0 rD-'- — »£ Lmaj .=: wwNq -Dm. — aoe ^a;*(7i»+No) (1) 

(1) . §A P3-0 .3.-. —X fi Lmx .=: msNo -Dm. li2C*(m+No) =—00 (2) 

Hp . wifiNo . §* Pl-2 .D. a7'(w+No) D aj*No (3) 

Hp . (3) . §Q P18-5 .D. \iX\m+ì^o) 5 li^J^No (4) 

(2) . (4) .D. Ths ] 

1-6 Dem 

[Hp .§ A Pll -D. qKLmac D ;i(qKLraa3) (1) 

Hp . TìifiNo • 2/^'^ (q^mx) . Pl'O . §A P3-2 .Z). ys H ir*(m+No) (2) 

. (2) . §;iPl-2.D. ye AacHw+No) (3) 

» (3) . Export O* WfiNo .3^- y^ Ax*(m+No) W 

Hp . ys >l(qnLma5) . (4) . P1*0 O- yBqr>Lmx (5) 






■■ ■ ■* 
1 • 



•/•t. 



(1) . (5) -D- Ths] 



(Ramorino 



-» ,. ^v 



» 
» 



fLm P4-6 (p.l24) Dem. 

MfiCls'q . fiqfu . veCls'tt . xbÒv Oss 
AfiQ . Opem .3- v^txrsy3[mod(y — x)^h]^ M-fa3^yj[mod(y— af)<A] 

• .§*P1-2.D. ri » » » O /'*! 

» . §>13'31 .^. A » » % » ZD -^ 

» . Oper a8 .3* '^^-^ » » » » .3. <^^A 

§DP713 O:. fteQO* .ofi^ » » O: ^fQO* a«^ * 

Operaa O-^'I » » » » ]Z)«3[ » » 

Df Lm O. P (P 

§Lm 
J. Hadamard — La sèrie de Taylor et san prolongement anàlytvque, 
Paris, Mai 1901. 

lei p.14-15, l'A. vient de rencontrer la classe que nons avoas indiquép 
par Lmcc, et «en s'écartant de la terminologie usuelle» l'appelle « l'enseinble 
(jlérivé de X ». 

§lim 2-12: j 0. BoNxVET BD. a.l871 t.2 p.2l5: 

e Étant donnée une fontion réelle .... bien déterminée, (p{u) d*ane variable 
réelle ... m, on dit: 1* que cette fonction tend vers une limite fìnie et déter- 
minée Ay k mesure que u tend vers une valeur particuliére u' (nous suppo- 
sons u' fini... ), lorsqu* après avoir fixé arbitrairemònt un nombre rèe! et 
positif fi aussi petit que Ton veut, il est possìble de trouver un autre nombre 
réel et positif A, tei que, pour tonte valeur de m, dont la diflPérence avec u' 
a un module différent de zèro, mais inférìeur à h, la valeur correspondante 
d3 (p{u) ait avec A une difPérence dont le module soìt compris entre zèro et?; 
2* que q>{u) tend vers Tinfini a mesure que u tend vers u', lorsque après avoir 
fixé un nombre réel et positif l aussi grand qu*on le veut, il est possìble 
de trouver un autre nombre réel et positif A, tei que, pour tonte valeur de 
u dont la différence avec u' a un module difiFérent de zèro, mais inferieur 
à h, la valeur co rrospon dante de q){u) ait un module toujours supérieur 

à A; » I (V 

§lim 8-9 Um{a?'| x, Q,0) =1 (P 

9-H meN^ .j. lim- v(i-n)7n"*^' |n =/(/n+l) (P 

10-4 . AJDUt3z à VA}. : r-V-m -'Dr -2'[w(r,.'j) |.v, No] eq ^P 

13-401 US (Qf No)(iecr . Ktij'N^) eQ O- 0= lìm(7iuj\n 

j Catalan, ParisCR. a.l886 j (P 

14-1 [ nfiNi .3 2"; [l--(2n)]> l+??/2 O. P] IP 

10-31 UE Qf No . 2(?/,No) = ^ O- ^V'^J^(^^7 0-n) |n, N^] =00 

j DiNi, Annali delle Università toscanSy a.l867 p.43 | (P 

§lim 16-2 (p.131) Lisez n{ìi+l);2ic^ au lieu de w(?ì+1)/2jc». (^ 

%lim 18. Substituez à la -6 la suivante: 

•6 tf.£ QfNo . ds (il sj ^— l)f No . l(UjÌ!f^ =» . l(au, N^) eq . D- 
lim[i(a, 0'"n);n] \n—l \ CesAro Anal Alg. p.l64 \ (^' 
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19. La Ths P'd snbsiste anssi dans d'antres Hp. 
Voir Pringsheim, EncyklopUdie I A 3 p.96. 

§ lim 241. 

Cauchy s.l t.ll p.90 indique par Ice la fonction (l+sgnx)/2, et Tappellc 
« limitateur » . . (p 

§cont Sii fé qfq :y,zeq. Z^y.z . fiy+z) = fy+fz : a,b£ q . a<b , 
l7'a-'6^qó.^£(qfq)coIlt \ Darboux MA. a.l880 t.l7 p.55 j 

On peut dono substituer dans la 3*1 à la condìtion fé (qfqjcont, rhypo- 
thèse de cette P. (v 

§D 4*4. La D3mostration, très simple, donnée ici est attribuée par 
Serret (a.l868, Cale. DifiF. 3. ed. Paris a.l886 p.l9)à Ossian Bonnet. 
La méme dómostration k été donnée par Grassmann a.l862f Werke,. t.l, 
Leipzig a. 1896 p.323. , (v 

§D P8 p.l44. Sur la formule de Taylor. 

Si dans la formule reproduite de Bernoulli, on pose w:=/*'(o+3), et si l'on 
eflTectue Tintégration indiquée entre les limite ; et b—a, elle se transforme en : 

rb—fa = {b—afb—'fi—ayf'bi2Mb—a?;^\ f"'b—... 
d'où la formule 8 par la substitution {x,x-\-h) au lieu de b et a. 

L'identité des formules de Bernoulli et de Taylor, qui résulte évidemment 
par la transtbrmation précédente, vient d'étre mise en doute par M. A. 
Pringsheim BM. a.l900 p.433. (p 

Cauchy a.l829s.2 t.4 p.394 donne la fonction ef^ — jx- dont toutes les 
dérivées sont nuUes, et dont la sèrie de Taylor ne donne pas lavaleur. 

H. Poincaré AM. t.8 a.l8S6 p.295 (Méth. nouvelles de la mécanique 
céU\ste, Paris a. 1893 p.2) dit que cette sèrie est un développement 
asymptotique. " (p 

§D 10-4 a,6eq . a<& . fs qFa "^b.xea-b. Dfx =0 . D'/ir > Q. 
a {c,d)3[c£ a-x . de x-b . fx = min f(c ^d)] 

[ Hp .D. \im[{f{x+h)—fx)l h' \h, a—b—x, 0] z= D'fx /2 .D. 

a {c,d)3[c8 a x . de x b : ha e d^x .3^ • A*^+^)>/'^ O- Ths ] (p 

§S 3-8 f,ge qf© . ire, \,re, lye, \g^e eq . S(/;0), ^(g,e) eq .3 

^[gx S{/; ^^x) loj, 0] + ^[fx S(g, ^^x) \x,e] = S(/; S) x S(^, O) (v 

j Hardy G. H. Mm. a. 1901 t.30 p.l85 j (v 

Cette formule, qui coYnsiiio au fond avec l'integration par parties (§S 20-3) 
est donnée ici avec une hypothèse moins restrictivo. Pour la Dem. voir 
§^2-5 add. (v 

4*1 -2, 12'11. Au lieu de \u lisez jn \n . (p 

5-7 (p.l50). Ajoutez 

} Wallis a.l655 p.428-433 j Continuation : §sin 12-2. (p 
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§S 10-9 S(/, l+Q)=Qo . ne 1+Q .3. S(x-''\x, 1+Q) = /(w-1) 
( Wallis a. 1655 t.l p.409 j (p 

11-4 ìn.neq, .3 S[.»'*(l-a;)'*|.x-, 9| = Stc'"/(l+xr'"^* |.r, Q] (p 

§e 1-62. Rcmplacez par: 

•62 lim ~J/7(n+l-n)] /n |n =4/e 

[ §lim P8-6 .0. lim » "vJ77(w+l...?i)}/w |n 
= lim ì/7[n+l"-(n+l)]/(n+l)«+i| / \n{n+l"'ii)lm \ \n 
= lim (2w+l) (2/?+2) (71+2)2 / (1+J7i) » |?^ = 4/e ] 
Tire du journal « Le matematiche pure ed applicate » a. 1901 p.115 

§e 1-7 min{rr* \x 'Q) = ejH— /e) 
•71 m8ix[(aJ('/x) \x *Q] = e^/e 

2-3 Dera [ P-2 . 7isN^ .3 e= -S'C/rlIr, O-n) + -Si7r!|r, n+Nj) (1) 
2(lrì\r, M+N,ì = /(/i+l )! {l+/(n+2)+/[(?i+2Xn+3)]+...! 

</(/i+l)! [l+/(„+l)+/(«+l)^+/(n+i)8+... ] 

= /(Ti+l) ! (n+1 )//i = /(/elii) l2i 

(1) . (2) O. P ] 

2^5 (p.155) 
7ieN, . óP£q-^0.3.(e^*-l) / {e^-l) = l\x'l[s'\SyO-{n-l)] /r! |r,Nj 

§e 5'21 L'intégrale considérée dans la 5-21 est dite « integrai eulériennj 
do seconde espcce», et s*indique par r(/i+l) (Legendre Exer.t.'2p-^)- 

5-31 HcQ . ,T£Q .3. e"S(e"';j'>, Ox) = l[x'''"^ / II{n+ V"r) jr^NJ 
ò'A \ Laguerre Fdm. BsF. a.l879 t.7 p.72 j 

Getto intégrale est dite « logarithme - integrale » ; (Soldner a.l809), 
« hyperlogarithme » (Mascheroni), « Logologarithmus ( C a 1 u s ) » • 
On l'indique par lie^« (P 

§log 2-4 remplacez par : 

log[(a+6)/2| =(loga+log6)/2+2l(-l)''^n(«^-6)V(4a6)l7(2n) |n,NJ 

[ (a+b),2==:^ìab\\[l+{a-b)%^ab)] . P2-1 O- P ] 

•4i log((a+&)/2] = (loga+Iog6)/2+:S i [(a-6)/(a+6)r/(2n) \nA\ 

[ {a+b)l2 = y^cib]!^,l—[(a-b)Xa+b)Y\ . P2-1 .3 P ] (P 

Koralek a.lS')!, a remarqué, que en supposant connus les logarithmes 
des noinbres 2, 3, 7, 11, 13, cette formule, oii la sèrie est reduite à son 
premier terme, donne le logarithmc d'un nombre quelconque avec une 
erreur inferieure à la moitié d'une unite decimale du septième ordre (Cauchy 
s.l t.ll p383). 
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Ioga; = [{x^x'')/2] / H [(.T^2^^+af -2*0/2 |r, N,] Dfp 

loga;= [(a--!)//! [(1+0^2-0/2 |r, NJ = 

(l-^-«)/i7 [(1+0:^^2-0/2 |r,NJ 
j Seidel JfM. a.l871 t.73 p.276, 278 j (v 

§log 4'4 Au lieu de 1—2 lisez* ìogxS. (p 



§C -6 0= -S(e-"logir |ir, Q) (p 

Ajoutez: §Fc = (fraction continue) 

^ 1. a£ qf N, . neN, 3. -0 Fc(a, l-l) = /a Df 

•01 Fc[a, l-(n+l)] = l[a, + Fc(a,^,Ir, 1-n)] Df 

•02 Fc(a, NJ = lim Fc(a, 1-??) \n Df 

•1 Fc(a,l-n)£Rr^(l— Ro) 
•2 Fc(a, NJ e 0-R 

Soit a uno suite do quantités, et n un nombre. Fc(a, l--*n) indique 
la fraction continue forinée avec les éléments ai,a,,.--,<3trt . 

On Tappelle aussi « réduite d'ordre n » ,selon plusieursAuteurs (Baltzer ...) 
d'autres commencent la fraction continue par un entier a^, et alors la réduite 
considérée est d'ordre n+l- 

La QOtation 1 



«,+••• est incommode. 

Cataldi, Trattato del modo brevissimo di trouare la Radice quadra.., 
a.l613p.70: 

« Notisi, che non si potendo comodamente nella stampa formare i rotti, 
& rotti di rotti come andariano,... noi da qui inanzi gli formaremo 
tutti à questa similitudine 

Di 18. la R sia 4. &-|-&-^&^&4 

o* o« o» o< 

facendo vn punto all'S denominatore di ciascun rotto, à significare, che 
il seguente rotto è rotto d'esso denominatore. » 

J. Mùller AUg. Arithm .a. 1838 l'a remplacée par — * — ' * — 

a^ — p a^ "t"" "1 ^^ 9 

modiflée en — r r... par d'autres. 

La notation, que nous adoptons, est très commode, et elle est d'accord 
avec toutes les notations du Formulaire. 
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ae N^fN, . nfiN, .3- 
•3 ntFcCa,l-(n+2)] =an+2XntFc[a,l-(n+l)]+ntFc(a, V"n] 
•31 dt » » > dt » > dt » 

•32 Fc[a, l-(n+l)] — Fc[a, 1-n] = 

(-ir/tdtFc(a,l-n) X dtFc[a, l-(/i+l)lj 

La règie ici expliquée se rencontre dans Sehwentor Daniel, Ddiciae 
Physico-mathematicae, Niiruberg a.l636 p.lll. Voir Favaro BBonc. t.7p.57. 

•4 Fc(a, NJ — Fc(a, 1-n) e »(— 1)" /j [dt Fc(a, 1-n)]' 

•5 dt Fc(a, l-;i) = dtFc[a(n--r+l)|r, 1-n] 
j Cayley, Phil. Magaz. a. 1853 j 

niYc{a^l"'n) s*appelle « continuant d'ordre n de la suite a » (Syl vester 
AJ. a.l878 t.l p.344). 

[ =§Q «4-1 ] 

• 7 XB 0-R . 3. ;r= Fc(E '(P! Tx I n, N,) 

•8 (>J5-l)/2 = Fc (1, 1, 1, ...) = Fc i(i\ F NJ 
Les nt de cette fractìon continue forinent la « suite de Fibonacci». 

•8 1 aeN, .3. >j(a'+l) = a + Fc {2a, 2a, 2a, ... ) 

•9 e = 2+Fc(l, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, ...) [ = §e 31 

•9i JT = J+ Fc [7, 15, 1,292, 1, 1, 1,2, 1,3, 1, 14, 2, 1, 1,2,2,2,2. 
1, 84, 2, 1, 1, 15, :}, 13, 1, 4, 2, 6, 6, 1, ... ] \ Wallis t.2 p.51 ! 

^ 2-i aeQfN,.3:Fc(a,N,)£Q.=.72[(l+a,)|r,NJ=oo 
j Oppermann, ZeuthenT. a.l884p.l63 j (p 

Ajoutez: § J = (différence) 

II 

A est l'initiale de « dìfférens3 ». La formule àfx doit ètre décomposée 
en (àf)K, et non en à{fjc), qui n'a pas d» signifieation; cette remarque e^t 
analogue à cello pour le signe de dérivation D. 

L'application exacte des notatìons da Forinulaire empéche toute ambi- 
guYté. P. ex. la uotatìon JO'» , qu' on rencontre dans plusieurs A., et qui ne 
signifie /j(0'*) , ni (/dO)». s:u'a ici ròinplac^^a par /j(c» |jc)0 . 

(Af)x = Afx = A^+l) - fx Df^ 

• I Hp-0 . gè qf tf, . ]3- ^[(A'+f7^)|^]^ = /4/Ir+Jflra; 
X "2 Hp-0 . flfq .3- à[(axfx)\x]x = ay^Afx 
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/ -23 nsN^ O- An/x = (— l)«n! / n(x+ 0'"n) 
f^ -3 aeq . OJCN^, .3 ^(«"^1^^)^ = «"^(a— 1) 

•31 weN^ .3 ^" {^^ 1^)0 = ^i! 
2 -4 Hp-0 .3 J[2'(/;0-a?)|flc]ir = /T:a7+l) 

Ai x,ysN, .3 J[/7(a?+ O-1/) \y]y = ì7(.t+ l-i/) 

•42 > * A /n[ix+o-tj) \y]y = -{y+i)/ n[x+0"'{y+i)] 

Cmb -5 Hp-0 . 72£N, 3. f(x+n) = v[Cinb(n,r) J'/b? |r, 0-n] 

•6 Hp -3.3. J^« A; = 2[(— IK Cmb(n,r) /(a?+n— r) |r, 0-m] 

j -S-'O Mercator a.l668 p.l2 j 

Ajoutez: § prob = (Probabilité) 

afijse Cls . Num5 eNo 3- 

'0 prob(a,s) = Num(a^) / Nums Df 

•01 a'^s.'^.^rób(ayS)=^\ima/^\ims Dfp 

•1 prob(y\,5)=0 -11 prob(v)=l 

•2 prob(-a, s) = 1— prob(a,s) 

•3 a^& =y\ 3- Prob(aw6, s) = prob(a,.s) +prob(ft,s) 

•3 1 prob(aw&, s) +prob(a^, s) = prob(a,.s) +prob(b,.s) 

NOMBRES COMPLEXES 
§Dtrm (p.l65) l'2. Lìsez 2 au commencement. (p 

msN^ . as qF(l-m i I-m) 3- 
^ 1-12 r,se I-m . r<.s 3'-.«- ^(^?^) =^ O- 
Dtrma = i7t a(r,r) |r, I-m] 

•13 r,s£ I-m . r+s > m+1 3r.«- ^^(^v^) ==0 3 
Dtrma = (—l)^[m(m-I)/2]/2ta(r,m+l—r) Ir, I-m] 

•14 re I-m : se I-m 3-c- a{r,.s)=0 3 Dtrma =0 

•21 h,l£V"m . /i-=Z : rel-m r)^.a(r,h) = a(r,l) 3 Dtrma =0 

•22 meNj . a,6e qF(l-m t I-m) . &eq . he I-m : re I-m 3,.. 

a{r,h) = kb{r\h) : Zel-m-^/i.re l-m3r,/. a(r,?)=?>(^',Q 3^ 

Dtrma = ftDtrmft 
•23 meNj . a,6£ qF(l-m i l"m) . fteq : r^se V"m ."^r^it. 

6(r,5) = k'^'a(r,s) 3. Dtrma = Dtrmft 
•24 meNj . a,&£ qF(l-m i I-m) . fteq . Ihle I-m . /i-=Z : 
rel-m 3,. 6(r,ft) = a(r,ft)+&a(^%0 : pe l'"mHh . re I-m r)r,p. 

l)(r,p) = a(r,p) 3- I^^^ma = Dtrm& ( Cantoni 
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§ lin ^ 16*0 m^neN^ . usClsq^ . /fe q^ fu . xs vf^ii .3 

D(/;?/,ir) = 1 (q„» f qn )lin <> (/^[limK/y/— /x*— f;(i/— ir)]/mod(i/-^7- 
II/, w, a?| =0] Df 

Définition de la dérivée d'un norabre complexe fonction d'un antro 
nombre coinplexe. Elle est une tranformation linéaire, representée par ime 
matrice dont les éléments sont les « derivées partielles des m coordonnées 
de /^par rapport aux n variablc^. Ex. §vct61'0 

Cette dérivée est la « déformation infiniment petite d'un corps », consi- 
dérée dans la physique mathématique. 

'1 m,n,p£N4 . ks Cls'q,,^ . k'^dk . fé q^ffc . gè (\J^k . xek . 
D(f,k,x) e (q Jq„jlin . D(f7, f% fx) e (q/qjlin .3 
D(flr/; A-, X) = D(^, f% fx) D{f,k,x) 

•2 m,neì^i . uè Cls'q^ . l'modw eq^ . 

gè {q,^fi^)sim . Dg e (Subst qjfu . Dtrm Dg e Qfu . 

feqJ{g^u).S{f,g^u)eq,^,Z). 

S(/; gUc) = Sifgx Dtrm Dg, u) 

\ Lagranoe BerlinM. a. 1733, pour n=3 ; Cauchy a. 1845 
S.1 t.9 p.271 ! 

Dtrm D^ est dit « déterminant jacobien » 

§q' 21-2 w-\^xì-{-yk+z'ùi = Sb[?o-f-.y, — ^+2f, x-f--, '0—y\ 
Sb[(p, g), (r, s)] = [(p+s) + (r-q)i+(p^s)k + (q+r)ìk]/2 (p 

§q' P3-5 (p. 172). Ajoutez THp a-=0. 'C 

§^ (p.l75): 

Pll. Au lieu de 2^X-2 lisez OX-2. ^c 

PI -4. Au lieu de OX-^ lisez OX-ó, fc 

Pl-5. Au lieu de (9X-> lisez eX-^. (e 

Pl-85. Au lieu de — ^X-7 lisez +OX-Q. (e 

§yT 3-2. On peut aussi écrire la formule de Wallis sous la forme suivant^, 

qui donno l'oxpression du factcur ^i^énèral: 

Tt = 2/7ì2E[{»+l)/2] / [2E{n/2)+l] \n, Nj 
•21 ;7r/2>(2 .4.6... 2rt)' / 1[1 . .3 . .'>... (2rt— l)]'(2rt-|-l)! 
;t/2 <(2 .4.6... 2n)'(2n+2) / [1 . :5 . 5 ... (2ft+l)|* 

j Wallis t.l p.467 \ (P 

10-6 S[v|(l— .r')l.r, 0] = .T 4 { Wallis a.l655 p.417 : 

« Circulus ad Qnadratum Diametri, {vel otiaui Ellipsis quoelibet ad P»™'' 
lelogrammum sibi circumscriptum,) eam habet rationem, quam habcnt 
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Radices Quadraticae universales Residuorum serìei infinitsB ^qualium serio 
Secundanorum mnlctatse, ad seriem illam ^Equalium. » | (p 

11-21 afiQ .3 S[e|^-(a;'+aV^) k, Q] = nI^ e~72 
i Laplace (ParisM. a.1810, pubi, a.1811) Oeuvres t.l2 p.368 j (v 

11-1 j EULER PetrC. a.l730 (pubi. a.l738) t.5 p.44 \ (v 

§8in 1-6 Cette mème proposition, avec la 2*4 add., a été employée (mais 
non demontrée, ni mème énoncée en general) par Aristarchus = 

'AQicrdQxog, Ilegì fxeye^(5v xal ànoaxrjfxàTcav ijXiov xal aeX^vrjg 
a..— 310-'— 250), Paris a.l810 p.40. (v 

§sin 2' A cc,ye Onji . x^y r^. tx jx^iy jy 

\ Aristarchus p.36; voir §sin 1*6 add. j (v 

4*1. s.r— sy = 2s[(5C— y)/2] c[(as+y)/2] (e 

4"1. Note. — La formule sina sin6 =: [cos(a — 6)— co8(rt+6ì]/2 pormet de 
reduire la multiplication à Taddition au moyen d'une table des sinus. C'était 
la méthode, appellée ngoo&acpaiQeoig, suivie par les astronomes avant la déoou- 
verte dea logarithmes. Cette méthode attribuée à Joh. Werner (a.l488— '1528) 
par plusieurs A., (voir M. Cantor t.2 p.454), a été abandonnée étant d*usago 
moins commode que la méthode des logarithmes. (v 

5-3 Substituez aux citations d'Euler et de Gauss les suivantes : 

•32 { EuLER a.l737 PetrC. t.9 p.231 j (v 

•33 » » » » » (v 

■35 { Machin; voir Jones a.l706 p.263 j (v 

•43 7t= 16 rV5 - 4 rV70 + 4 rV99 

j Euler a. 1737 PetrC. t.9 p.232 j (v 

6*3 (p.l85) . Au lieu de y^s 2njt lisez: y~s lui. (e 

8-21 I Euler Cale, hit a.l794 t.4 p.235 (PetrNC. a.l774 t.l9) j 
8-23 j Euler, Cale. DifJ., Pars II, Art. 57-93 \ (v 

•24 xe 671J2 .3- fl^ jcos(;r '2^) |;?, NJ = sinrr x (v 

{ Euler a. 1737 PetrC. t.9 p.235 j (v 

8-3. Au lieu de /4 lisez : /2. (Ramorìno 

8'8 j Peacock a.l820 Examples of the diff. Calculus, Cam- 
bridge p.67 t (v 

•81 31 = 4i|rV(2"-i) \n, N^+ij = 4(rV3 + r'/T + t"-*;i54-...) 

{ Peacock a. 1820 p.68 j (v 

•88 n= 4vjrV(«'+n+l) |?i, N^j \ EULEE PetrNC. a. 1764 t.9 j(v 
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§sin 8-83 OS 971/2 Q. /a = /ta+ 2}2"'"t{2"'*a) |r, Nj} 

( EULER a.l746 CorrM. t.l p.371 | (v 

9'1. Aa lieu de n lisez : n. (v 

12-0 S(siii, eji/2) = S(cos, G7C/2) =1 [Wallis a.l670 p.707: 

«"figura sinuum rectorum totius quadrantis quadrato radii aequalis est >. ! (p 
128 Remplacez par: 

•8 za 071 .3. S[/(l --2;r C0S3: +ir') \x, 9] = (jt— s)/{2sin:r) 
t EuLER Cale. Integr. a. 1794 t.4 p.288 (PetrNC a. 17 74 t.l9) j (v 

12-9 ( EuLER BerolMisc. a.l743 t.7 p.151 j (v 

12'9ui m.neìi^ . m<;n .3- 

S[(.'r^-*+a;'*~"-')/(l+a?'*)|a;, 9] =7x:[m\n(in7tln)] 

\ EuLER BerolMisc. a.l743 t.7 p.l81 | (v 

12-92 S[(cosa; + x sin.r)/(l+-^) 1^, Q] = -T'^ (^ 

j Laplace (ParisM. a.l782, pubi. a.l785) Ocuvres t.lO p.264 1 (v 

■ 

13-1-2 j Euler Cale. Integr. a.l794 t.4 p.339-343 (presente MS. à 
TAcad. de St.Petersbourg a.l781) i (v 

Ces P 8ont attribuées ordìnairement à Fresnel. Euler qui les a 
données ici pour la première foìs, n'a pu pourtant demontrer la 13'1. (v 

13-31 SjiT ^mx I [l+(sina:)*] \x, ©jr| = 41og{g2+l)]/J2 

i^Ramorino 

13-5 i Euler PetrA. a.l777 t.2 p.7 | (v 

17*1 gè [q f 20;7]creSo . he [qf 20jr]decro . f:=^g--h . xe 29n .3 
fx = S(/; 2971) I (2jr) + vjcos(/^.r) ^\fz oos(/u) | j, 297i] |n, N^l . .-r 

+ :ì;|sin(;?,r) S(/b sin(;/j) |j, 297i\ \n^ Nj{ n 
\ FoURiER, ParisM. a.l807 ; a.l822 p.212 : 

« Ces théoreraes conviennent à toutes ies fontions possibles, soit qiie 
l'on en puisse exprimer la nature par Ies moyens connus de l'analyse, 
soit qu'elles correspondent k des courbes tracées arbitrai rement ». 

Les fonctions de la forme g — hy où g est croivssante, h décroissante, sont 
dìtes « à variation bomée » (Jordan). (p 

§B 1-01 ae(\f^^.a^=\:neì^,.'^u. 

v[a^/(?2— ;•)! |r,0-(u— 1)]==0 Q: a,-='-2:neìi^.'^u. 
a2« = (-l)'*-*B;?/(2n)! . af2n+i)==0 (p 

§B (p.llK)). Note. — La notatien du Formulai re a été employée par Binet, 
JP. a.l839 t.l6 cah.27 p.240, ' (v 
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1-20 aéS, Q. (a+l)(2a+l)2l(— lK-lC(2a,2r-"2) Br/r \r,V-a\ =1 

[ (2a+l,l) I (m,n)P-2 .3 

1= /(2o+2) + /2 + 2:\{^l)r-i C(2a+l,2r— 1) Br /2r |r, 1-aj .(1) 
(2a,l) I (m,n)P-2 O- 

1= /(2a+l) + /2 + 2*} C(2a,2r-1) | (2) 

(1).(2) .3 

0= /(2a+2) -/(2a+l) + 2\ C(2a,2r-2) | (3) 

(3) O. /2(a+l)(2a+l) = 2*! t (4) 

(4) .3 1= (a+l)(2a+l) 2\ /r {] (pd 

§ B Pl-23 (p.l91). Au lieu de Np-(N|+3) lisez : Npo(N4+3). (e 

§B 2-11 reN, O- B.= (-ir*D«'-[rr/(e*-l)|a?,q,0] Dfp (p ' 

VECTEURS 

§vct 8-6. Au liou de (a— 6)X(cf— e) =0 lisez: (a— c)X(&— e) =0. (e 

§vct 14*2. Ce théorème est contonii dans l'écrit suivant de Stewart: Some 
general theorems of coìisiderable use in the higher parts of tnathematics. 
Edinburgh a.l746. (v 

34-1 La démostration qui accompagne cette P est la traduction de celle 
donnée par Cauchy (s.l t.9 p.264), par la méthode des projections. En 
reinpla<^ant les projections par les produits X, les deux pages de Cauchy 
sont réduites à deux lignes. (p 

§vct 45'33. Lisez le second membre ainsi ... = Tran8l[(l — e-*0(5'~"P)] (^ 

§vct ^ 53. 
oz pnt . a,6e vct . moda = modb =1 . ax6 =0 . i= 6/a .^. 

•1 Arc[(o+ei'^a) \t, 207i] = In 

Le point considerò décrit une « circonférence ». 

•2 aJcQ .3 Arc[(o+^a+a?Va/2) \x, ex\ — S[>J(l+a;^ \x, ex\ 
= a;/2 ^\^a?) + /2 \o^\x ^ ^\^x^)\ 

Le point décrit une « parabole ordinaire ». 

•3 J9,?£Q .3- Arc[{o + p cos^ ^ + ? sin^ io) \t^ 20.t] := 
4St>J[(psinO'+(?cosO'] K, aT/2i 

Le point décrit V « ellipse de dèmi axes p et (7 ». Voir §sin 141'2. 

•4 o^fiQ .3. Arci(o+ ax + ìa(e-'+e-")/2] |rr, ©jcj =(e''-e-')/2 

La courbe considérée est dite « catenaria » , « chatnette » . (p 

15. VIL 1901 EdlC t.7 8 
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»? Ajoatez: coord ^ 62. 

te vcWO . je vct -qi . te vct -(q^+^i) • ^^ v^* O- 

^ ' • Ò coord(w; ijj,k) = aq ^ a:3(w— a? £ q j+qfe) Df 

&•• • 

!f^ '1 coord(w; t, j,*) \u e (qf vct)lm 

^.f. coord(u; ij^k) sìgnifle « la première coordonnée du vectenr u, par 

rapport auz vecteors i,j\k >. 



^- 4& 70. a = (produit alterne) 



L*expression uatHiw est le « produit alterne » ou < produit eztérìeur » des 
vecteurs u,v,w, 

t* Grassmann a. 1844 l'indiquc par [uru*]; on peut supprimer les pa- 

'^•' renthèses, qui n'ont pas ici la valeur donnée par § 1 P 1*2, et indiquer le «trì- 

vecteur» par uvw^ notation adoptéc par plusieurs A. Bien qu'elle ne pro- 
duise pas d 'ambigui té a vec le produit u X v considerò dans P8,toutefois,pour 
plus grande clairté, nous introduisons un nouveau signe de multiplication 
■^ sous la forme a, ini ti ale do € alterne » . 

^. La méme opération a été rencontrée, dans des cas particuliers, p» 

Hamilton a.l845(voir P71), et parDeSaint Venant (ParisCR.15.9.1845), 
qui l'appello « produit géométrique ». 

Cauchy a.l85d (s.l t.ll p.444) T appello «produit augulaire >; Ics 
vecteurs i, j k sont des «clefs » 

Voir la bibliographie dans RdM. a. 1895 p.l79. 

Nous définissons (P'O) d'abord le rapport de deux trivecteurs qui est un 
nombre; puis le trivecteur nul, et Tégalité de deux trivecteurs. Les v* se 
présentent ici pas abstract! on, et forment un système d'objets irréductible 
avec les systèmes précédents. 

ìiavaw est représenté géométriquement par le parallelépipède construit 
sur u,v,w, considéré en grandeur et en sens. On peùt partir de cette idée géo- 
métrique pour édifier une théorie des vecteurs. 

v* signifle € bivecteur. » On peut le représenter par le parallélogramme 
construit sur u et v. Les v* forment un système linéaire à 3 dimensions. 

UjV,WjU'yV'jW'e vct . ie ycìmO Je vct-qi . ke vct-(qi+q j) .3''- 

•0 (tcavaw)/{iajak) = 
Dtrmj[ coord(w; y,*), coord{w;j,A,0, coord(w; A,t,j) ], 
[ V V V ], 

[ w w M? ]j Df 

M uavaw =0 .=: re vct^O . ss vct -qr . te vct -(q^+q^) O^*-*' 

{uavaw)l[rasat) =0 Df 

•il uauav 
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•12 icavaw=0 .=, 

^(x,yf2)3[Xjy,2^£q . ^oo=y=z=0) . xu+yv+sw =0) Dfp 
•13 {u+u')avaw = uavaw + tiavaio 

•2 v*= [{uavaw) \ (u;v;w)] (vctivctfvct) = (trivecteur) Df 

•3 tt=b .=: xe v'-cO .3» . fl^/a? = b/x Df 

.31 0= b+c .=: » .3c • ^/^ = ^/^ + <^/^ Df 

.32 0= m6 .=: > .^^ • ^/^ = 'in(b/x) Df 
•33 ajeV-cO .[3- ^/^ ^q 

•4 t«az? = u'av* .=: w?e vct .^/t'. uavaw = u'av'aw Df 

'41 i^t? =0 .=: i^£ vct r^w. uavaw =0 Df 

•42 (uat'i)aw = uavaw Df 

•5 v" = [( wat^) I (i^; y)] '(vct i vct) = (bi vecteur) Df 

•6 a^byCS V* . meq .]3-'- 

a=6 .=: i^e vct J^w. aaw = 6aio Df 

0=0 .=: » » =0 Df 

a=6+<?.==: » > = baio + cau7 Df 

a= m& .=: » » = m(baw) Df 
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i,j,A€ vct , modi = modj = modft =1 . ixj =jX&=^X^=0 .^i 
•0 I = (iJ,X};(jak, kai, iaj) Df 

L'opération I est dite «indice». Elle fait correspondre à chaque v* un 
vct, normal au v*, et ayant mérae lajgrandeur. Notre l{uav) coincide avec 
W{uv) de Hamilton. L*opération I dépend des vecteurs t,J,A:. Sion les 
change, I vient muJtiplié par +1. En general on prend i,J,fc dirigés 
« en avant, à droite, en haut ». 

•1 OS v' .]3- 1^ ^ ^^^ 

•2 a,6£v"0. 1(a+&) = Ia + I6 (p 

^ 80. Volura = (volume) 

•0 UE Cls'pnt r^, Volum/// = (volume intérieur de u) = 
r cc3\^ {o,iyjykjh)3\oe pnt . ij,k£ vct . i* = jf* = ft' = 1 . /xj = 
jXk = kXi^=0 . /2£Q . .r= A'X Num(y7,7,r)3[p,q^,r£n . 
0+ (p+e)/ii+ (?+Wy + (^'+e)M D ?^]ì] Df 

Soit u une classe de points ou figure. Prenons un point o, trois 
vecteurs unitaires orthogonaux ^,./, k^ et un nombre positif Ti. Si /), q, r sont 
des nombres entiers, o+ ^i>4-^) hi -\- {q-\-0)hj -\-{r-\-0)hk est le cube 



.. «i 



n 



- 108 — 

dont un sommet est o-|- pht-\- qhi -{■ rhk, et les còtés, dìrìgés selon les 
axes coordonnés, ont la longneur h. En variant p, q, r, on divise tout 
Tespace en cubes. Lenombre de cescubes quisont contenus dans la figure 
u, multiplié par h* (volume d'un cube), donne le volume d'une figure composée 
de cubes juxtaposés, et intérieure à la figure donnée. Ce volume dépend du 
choix des axes coordonnés, et du coté h. La limite supérieure de ces 
volumes, envariant les axes et hy est dite le « volume intérieur de u ». 



•01 Hp'O .3- Volum'w = (Volume extérieur de u) = 
1. ^^[ 



s= h^X Num(p,g,r)3[ p,g,r£n . 



^[o+ÌP+0)hi + ( q+0)hj + {r+e)hk] f>ii]\] Df 

•02 Hp •O .3- Volumw = ?(^Volum^u « ^Volum'w) Df 

L'idée du volume d'une figure peut étre censi dérée comme intuitive. Les 
règles pour trouver les voluraes des tìgures plus simples sont très anciennes. 
Les exemples cités dans §jr 1*1 de Ahm<'is a. —2000, ont pour but la mesure 
du volume des cylindres. 

Selon Euclide, on reconnalt l'égalité de deux volumes par la superposi- 
tìon, ou en les décomposant en parties superposabies, ou par un procès de 
limite (lib.l2 prop.5). 

La question, si deux polyèdres ayant le méme volume, soient décom- 
posables en parties superposabies, a été réso lue negati vement par 

M. Dehn Gòttingen G. a.l900 Heft 3. 

« Ein regul&res Tetraeder keinem Prisma raumgleich sein kann, dass also 
Tetraeder und Prisma auf keine Weise in respective congruente Teile zerlegt 
werden kdnnen > . (p 

•1 reQ . oe pnt .3 Volum \piìtf>p3[mod(x—o)<^r]\ = 4^/3 

{ Arghimedes t.l p.40 : Ilàaa otpaiga xerQojiXaaia lari 

xoivov xov fidaiv [xkv Sxovcot; Tarjv rtp jueyloxfp xvxXq> tcov h tfj 
atpaioqy vtpog òè xrjv ex xo€ xévxgov XYJg oq^aiQag, j (v 

^ 81. Area = (Aire) 

•0 US Cls'pnt . Volume =0 .]3- 
Areau = lim j Volumjpnt ^ x3[\mod(x—u) <^h]\/(2h) |A, Q, Oj Df 

Si la classe u a un volume nul, nous définissons l'aire de la figure u de 
la faQon indiquée. 

La considération des aires planes peut étre faitc comme pour les volumes, 
et l'on rencontre à peu près les mèmes difficultès. 

La définition de Taire d'une surface co urbe quelconque donnée par Serret, 
Cours de calcul diff. et int. t.2 p.293, a été trouvée en méme temps insuffis&n^ 
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par H.A. Schwarz ( Mathematische Abhaudlungen Berlin a.l890 1.2 p.309), 
et par noas (LinceiAcc. 19 genn. 1890), où nous Tavons remplacée par 
une autre, analogue à la définition de Are (P 56) et fondée sur la considé- 
rationdes bivecteurs. Nous en choisissons ici une plus élémentalre. (p 

La définition donnée ici avait été reconnue possible par 

BoRCHARDT C. W. (Gesammelte Werke Berlin a.l888 p.67) 
a.l854 JdM. t.l9 p.369 : 

< On sait que le volume compris entre deux surfaces parallèles se 

reduit au produit de Taire de l'une des deux surfaces par leur distance, 

lorsque cette demière devient infiniment petite. L'inversion de ce resultat 

montre que l'aire d*une surtace peut ótre considérée comme la limite vers 

laquelle converge le rapport, dont le numórateur est le volume compris 

entre la surface et sa parallèle, et le dénominateur la distance des deux 

surfaces. » 

Sans avoir remarqué ce passage de Borchardt, cette méme définition 
a été proposée par 

H. MiNKOwsKi ( Jahresber. der Deutschen Math. Verein. 
Leipzig a.l901 t.9 p.115) : 

« Essei^eine Flftche. Man construire... den Bereich der Entfernung 

^ r, von F. Es sei F(r) das Volumen dieses Bereichs, so kann der Grenz- 

F(r) 
wert von -~- fiir ein. nach Nuli abnehmendes r (vorausgesetz, dass die 

Grosse F(r) so wie dieser Grenz wert existirt), als die Oberflftche der 
Flache F eingefiihrt werden ». H. Minkowski a donne aussi une défi- 
nition analogue pour la longueur d'un are, qui coincide à peu près avec 
la 82-0. (V 

'\ rcQ . OE pnt .3- Area pnt <^ ir5[mod(a;— o) =r] = 4jtì/^ 

\ ArCHIMEDES t.l p.l36 : Ilàorjg ocpaÌQaq ^ èjiiq>àveia 

TexQOJiXaola iati xov /bceyiaxov xvxXov xcov èv ainfj, j (v 

^ 82. Are 

•0 UE Cls'pnt . Areaw =0 .3- 
Arcw = lim j Volum[pnt ^ x3[\pioà{x^u) < h^Knh*)] \ /i, Q, j Df 

•1 OS pnt . ìe vct-eO . reQ .3. 

Are pnt <^ X3[mod{x—o) =?' . {x^o)Xi =0] = 2nr (v 



Ajoutez à la TABLE DES SIGNES. 

a = produit alterne add. p.l06 prob = probabilité p.lOl 

A = différence p.lOO v* = bivecteur p.l07 

Area = aire p.l09 v3 =: trivecteur p.l07 

coord= coordonnée p.l06 Volum, =: Volume intérieur p.l07 

Fc = fraction continue p. 99 Volum' =: » extérieur p.l08 

I = indice p.l07 Volum = » propre p.l08 
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Ajoutez aux Publications citées par une àbréviation : 

BerlinAbh. ^ Abhandlungen der Kgl. Preussischen Akademìe der Wis- 
senschaften zu Berlin. Berlin. 4*. 

GSttingenNachr. =: Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der 

Wissenschaften za Gòttingen. Mathematisch - physikalisehe Riasse. 

WarszawaP. ^ Prace Matomatyczno-fiziczne, Warszawa. 

PhilMagaz. = The London, Edinburgh and Dublin philosophical ma- 
gazine and journal of science. Conducted by Lord Kelvin, G. F. Fitzgfe- 
rald, W. Francia. London. 

ZeuthenT. =: Tidsskrifii; for Mathematik (Copenhaguc). 
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Kummer 
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Legendre 

Maclaurin 
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Méray §/ 

Mercator §à 

Mertens §Np 

Minkowski §vct 

Mùller §Fc 

Oppermann §Fc 

Padé SQ 

Peacock gsin 
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de Saint Vonant 

Schwarz §vct 

Schwenter §Fc 

Scrvois 

Staudt 

Stolz 

Svlvester 
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21 
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Sa 
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OÌ516-2 §-1-5 §15 
§Dvr 2-51 



§Nprf §Fc l'&n 

Tannery §/ 
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§.t10-6 §sin 120 
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Albino Nagy 



Si spense inattesamente in Roma il 26 Marzo, nel suo trentaquatf esimo 
anno, lasciando di sé gradito ricordo e non fugace rimpianto nei colleghi 
e nei discepoli. 

ALBINO NAQT (1) nacque a Traù, in Dalmazia, il 2 ottobre 1866; 
non ebbe fratelli ed aveva appena sei anni quando gli mori il padre, 
Giuseppe, procuratore di stato a Zara; sua madre mori a Roma l'anno scorso. 

Frequentò le scuole elementari e l'i. r. ginnasio di Zara, dando subito 
prova di intelletto pronto e versatile; superato con distinzione l'esame di 
maturità, nel 1884 si recò all'università di Vienna, dove nel 1888 consegui 
a voti unanimi la laurea in matematica e con lode quella in filosofia. 

Venuto a Roma nel 1889, insegnò nel 1889-90 lettere latine e greche 
nel ginnasio superiore pareggiato di Coccano ; negli anni 1890-96 insegnò 
filosofia nel liceo pareggiato di Velletri, avendo per due anni l'incarico 
di lettere latine e greche in quel r. ginnasio superiore. 

Frattanto, il 14 dicembre 1892, fu abilitato per titoli alla privata 
docenza con effetti legali in Logica matematica presso la R. Università di 
Roma dove impartì lezioni negli anni 1893-96. 

Dal 1896 sino agli ultimi giorni fu docente di filosofia nel r. liceo di 
Taranto. 

Possedeva una cultura varia e multiforme, essendosi egli occupato di 
storia della filosofia araba, e di lingue orientali. 

Qui però diamo soltanto l'elenco dei contributi che egli apportò alla 
logica matematica. 

1890 — Fondamenti del càlcolo Logico. Giorn. di Battaglini, Napoli 1890. ( Bstr. dalla sua 
dissertaz. di laurea : « Ueber Anwondnngen der Mathematik anf die Logik » ). 

— Sulla rappretenlAzione grafica, delle quantità logiche. Rend. della R. Aoc. del lincei, 

Roma 1890. 

igQl — Im Stato attuale e i proqresei della logica, Riv. Ital. di Filosofia, Roma 1891 t.d ii 
p.301-319. (Recens. in RdM. a.l892 t.2 p.80). 

1808 — Prineipii di logica etposta secondo le dottrine moderne. Tonno 1892. 

— / teoremi funsionali nel calcolo log f co, RdM. 1892 t.2 p. 177-179. 

1893 — Ueber Bexiehungen xwisehen togischen Qróssen, Monatahefte illr BCathematlk, 
Wien 1893, t.4 p. 147-153. 

— La logica matematica e il calcolo logico, Riv. Ital. di Filosofia, Roma 1898, t.8 1 p.389-395 
1894 _ I primi dati della logica id. Roma 1894, t.9ip.33-70 

— Ueber das Jevons - Clifordsche Problem Monatsh. ftlr Math., Wien 1894 1.6 p.33l-845. 

— Sulla definizione e il compito della logica, Roma, Balbi, 1894. 

1806 — Alcuni teoremi intorno alle funzioni logiche, RdM. t.6 a.1890 p.21-24. 

V. 



(1) Le notisie qui date sono estratte da un cenno nocrologico scritto da Alessandro Padoa» 
inserito nel fascicolo III Maggio-Giugno della Rivista Filosofica, Pavia, l90L 
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Recensione 

0. Stolz und I. A. Gmeiner — Theor^etische Arithmetik, I. 
Leipzig, Teubner a.l900. 

Il nome dello Stolz é ben noto nel mondo scientifico pei suoi lavori 
originali, e poi suoi trattati di Aritmetica e di Calcolo infinitesimale, 
ove si osserva un rigore eccezionale insieme all'uso degli ultimi risultati 
cui pervenne la scienza su questi soggetti. E quindi eoa piacere che sarà 
appresa la notizia di questa nuova opera. Esso è un trattato scolastico; 
e quantunque espresso col linguaggio ordinario, per la sua precisione ci 
può subito paragonare punto per punto col Formulario, a. 1901, che indi- 
cheremo con F. 

Nella 1* sezione, che serve d'introduzione, dopo aver indrodotta l'idea 
di grandezza, in modo che la si può considerare come idea primitiva, 
l'A si occupa a p.2 dell'eguaglianza, enunciandone le tre proprietà 
caratteristiche (F §1 P101--3). Ed aggiunge la condizione : 

« Je zweiDingedesSystemes mùssenentweder gleich oderungleich sein» , 
la quale non è una proprietà dell'eguaglianza, ma un principio di logica, se 
colla parola ungleich = diseguale si intende « non eguale » (F§4 PI -2 e 3*6). 

L'A dà al segno = un significato più ampio di quello che abbia nel F, 
e quindi non ammette la §1 PlO-6. Diversamente detto, l'A considera varie 
specie di eguaglianze, tutte indicate collo stesso segno ^. Invece nel F 
il segno = rappresenta costantemente un'eguaglianza sola, detta anche 
identità. Le relazioni soddisfacenti alle condizioni *l-2'3 di §1 PIO sono 
espresse col segno =: accompagnato da altri segni. Ciò è necessario a 
farsi nel F. 

A p.5 l'A. parla del segno <, che considera come rappresentante un'idea 
primitiva, determinata mediante un sistema di proprietà. La 1) a p.6 si 
potrebbe erigere in definizione nominale sotto la forma 6>a .=:. a>6. 

La 2) é identica alla §> P2-5 del F. 

La 3) esprimente una proprietà del segno = secondo l'A. é soppressa 
dal F, ove il segno := ha un valore costante. 

La 4) coincide con §> P21 del F. 

Siccome nel F il segno > è definito nominalmente, queste P si 
presentano come teoremi, e non come Pp. 

A p.9 l'A. spiega l'uso e la soppressione delle parentesi, assog- 
getandolo a regolo chiare. 

A p.lO l'A. spiega la regola di logica detto « Teorema di Hauber » 
F §/\ P2-6, e la regola delle negazioni data da §-P2'4. 

L» 2» Sezione tratta dei « numeri naturali ». L'A. esaminata la defini- 
zione Euclidea, e le osservazioni di Helmholtz, Kronecker, Dedekind; 
sceglie la trattazione del « Formulaire », slancila sostanza che nella forma. 
Il numero successivo d'un numero a é indicato con a-\-\ con questa ope- 
razione definisce le cifre, compreso il simbolo X por indicare il « dieci ». 
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L*ftddìzìone è definita per induzione e i teoremi sono dimostrati come nel F. 

E noi siamo ben lieti nel vedere che le teorie pure sviluppate nel 
Formulario acquistino sempre più importanza anche nel campo didattico. ! 

L'A. incomincia la numerazione con 1, come in F1888; mentre nel 
F1898 e oggi la numerazione comincia con 0, onde eliminare la diffìcoltÀ 
nel definire lo 0. 

Inoltre, a causa del valore che TA. attribuisce al segno =, egli 
aggiunge ancora allePp la az:za, che nel F appartiene alla logica pura. 

U principio d'induzione, o della « conclusione dan ad n-{-l, é dairA. 
attribuita a Bemoulli, mentre nel F é citato Pascal. 

La definizione del prodotto é pure data per induzione, e le dimostra- 
zioni coincidono con quello del formulario. 

L'A. ap.28 introduce il nostro sistema di numerazione e lo 0; ma 
manca la definizione nominale di questo segno. 

A p.34 trovansi alcuni esorcizii alla 2^ sezione che possono essere util- 
mente tradotti in simboli. 

a, 6, Cy d eN^ r^: 

4) a> quot(6, e) .=. oc >6 

5) quot(a, 6) > quot(c, d) .=. ad'^bc 

6) identico a §quot PI 5 7) identico a §quot 1*51 

8) a^>€ . 6<rf r^, quot(a,6) ^ quot(c,d) 

11) identico a §quot Pl*2 12) trasformabile nella 11) 

13) cX quot (a,6) ^ quot(ac,&) ^ [quot(a,&)+l ]c— 1 

14) identico a §quot PI -3 15) complicata 

16) quot(a,6) X quot(c,c?) ^ quot(a6, ed) ^ quot(a,6) quot(c,d) + 
quot(a,&) + quot(c,rf). 

17) complicato. 

18) quot (a,6)+ quot (c,6)^quot (a+c,6)^quot(a,&)+ quot(c,6) +1 

7) identico a §mlt 1-42. 8) = §2'P41 10) = idem 
La Sezione 3* « Teoria analitica dei numeri razionali » si occupa 

delle operazioni su coppie di grandezze. Sono notevoli i teoremi : e Se un 
operazione su 3 grandezze é associativa, essa lo é pure su più grandezze » . . 
^ Essa ^ commutativa se lo é su due >. Essi sono seguiti da una serie 
di formule; ma la loro redazione completa in simboli presenta delle difficoltà. 

A p.57 i numeri razionali sono indrodotti con una definizione che nel 
Formulario é detta « per astrazione » . Su questo punto, accennato in 
F1901 §/ P3 nota, già si é parlato in RdM. t.l p.262. 

L' A dà la def 1 : 
e Airinsieme di due numeri naturali a fi con riguardo al loro ordine 
noi facciamo corrispondere un nuovo oggetto che sX indica con a/ò, e, 
dicesi frazione ». 

Def2. « due di questi oggetti ajb e cjd diconsi eguali, se aXd = bXc. » 

Def3... «si dice che a/6> c/c?, quando arf> &c- » 

Questa 3» def. non é omogenea (F p.8). Come pure non é omogenea la 
Df del prodotto di due frazioni (§/5-2) 



.A 

f 
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La def della somma è resa sensibilmente omogenea mediante un teorema 
precedente (p.59) ma è complicata. 

A p.61 TA. introduce i numeri negativi, facendoli dipendere da coppie 
di numeri positivi, e imitando il processo seguito per introdurre gli irrazionali. 

A p. 63 TA. indica con \a\ il valor assoluto del numero a, e adduce 
ragioni per provare che questa notazione è più comoda della moda di 
Canchy. Queste ragioni trovansi già esposte, e discusse nel F p.84 e la 
ragione per cui ivi si preferisce la notazione di Cauchy. 
p.64 Teor. l = §modl-4 

La regola dei segni (p.65) =: F §X 6, non è assunta propriamente come 
definizione, ma conseguenza immediata della Df. 

A p. 70 TA. indroduce le radici quadrate, come nuovi enti senza par- 
lare di irrazionali. Pare che ciò corrisponda ad un bisogno sentito nelle 
scuole austriache, come lo é pure attualmente nelle scuole italiane. Poiehé 
nei nuovi programmi di matematica pei Licei si fa al 2o anno la teoria 
delle radici, e al 3o la teoria dei numeri irrazionali. 

n nostro A. sviluppa la teoria con rigore; però le definizioni paiono 
un po' artificiose. 

La sezione 4* sviluppa sinteticamente la teoria dei numeri razionali, 
introducendo le « parti dell'unità ». A p.77 introduce i numeri negativi 
per una via che parmi difficile ridurre in simboli: le def. date dairA. nou 
soddisfano alle leggi delle definizioni simboliche. L'A. segue il nuovo prin- 
cipio di distinguere i segni + e — davanti ad un numero, dai segni per 

indicare Taddizione e la sottrazione. Invece di — a scrive a; e cita la 
notazione di Spitz (a con una freccia orizzontale), di Méray (con una freccia 
sovrapposta), di Padé {an=^ a negativo). Nel F. si é seguita Tide^ opposta, 
perché introducendo i numeri negativi, ed i fratti come operazioni, il 
valore dei segni + e — è lo stesso, sia nelle formule 6+a, 6— a, che nelle 

« Frazioni sistematiche » sono le frazioni corrispondenti alle decimali 
in una base qualunque. 

Le ultime pagine si riferiscono al calcolo numerico sui numeri decimali. 
Altra recensione, dovuta al prof. Vivanti, trovasi nel « Bollettino di 
Bibliografia » giugno 1901 p.42. 

G. Peano 
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SUR LA LOGIQUE DES RELATIONS 

AVEC DES APPLICATIONS À LA THÉORIE DES SÉRIES 

PAR 

BERTRAND RUSSELL 

Fellow of Trinity College y Cambridge. 
TABLE DES MATIÈRES 

§ 1. Théorie generale des Relations. 

§ 2. Les nombres cardinaux. 

§ 3. Les Progressions. 

§ 4. Le fini et Tinfini. 

§ 5. Lesséries condensées. 

§ Q. Les séries fondamentales dans ime sèrie condensée. 

La logique des relatìves, telle qu'on la trouve chez MM. Peirce 
et Schrdder, est difficile et compliquée à un si haut degré qu'il 
est possible de doùter de son utilité. Ces deux auteurs, puisqu'ils 
ne possèdent pas la distinction entre e et 3? regardent une 
classe corame une siraple somme d'individus. Pour cette raison, 
une relation n'est pour eux qu'une somme de couples d'indi- 
vidus. Il en résulte que les propriétés fondamentales des rela- 
tions s'expriment par des formules de sommation très longues, 
et dont la signification ne ressort pas très évidemment de la 
notation. C'est pourtant la logique des relations qui devrait 
servir corame fondement à la mathéraatique, puisque ce sont 
toujours des types de relations que Ton considère dans le rai- 
sonnement symbolìque; c'cst à dire, on ne doit pas considérer 
telle ou telle relation particulière, à Texception de celles qui 
sont fondaraentales pour la logique (corarae e et o) , raais bien 
les relations d'une certaine classe — par exemple, les relations 
transitives et asyraétriques, ou les relations univoques et réci- 
proques. Je raontrerai dans le présent raémoire qu'il est possible 
de simplifler ónormément la logique des relations, en se servant 
de la méthode et i.> la notation de M. Peano, que je suppose 
connues dans ce qui suit. Cependant il paraìt que la logique de 
M. Peano n'est guère complète sans Tintroduction explicite des 
relations. Prenons corame exemple la définition de fonction (1). 
Les signes xu et ux, qui paraissent à droite dans cette défi- 
nition, ne s'expliquent nuUeraent par ce qui précède. La juxta- 
position de deux lettres n'a regu aucun sens exceptó la mul- 

(1) Formulaire, 1901, § 10, PI • • 01. 
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tiplication logique, qui n'est pas ici en question. Le fait est 
que la déflnìtion de fonction n'est possible que par le moyen 
d'un nouvelle idée primitive, savoir celle de relation, Qu'on 
remarque par exemple la conséquence suivante. De la défi- 
nition citée, et des P §20 P9-4, §22 P2-4, §23 Pl-02, P2-0, on 
déduit 

afie Nq .0. a+6 =:zàb = axb 

Cette conséquence montre que la notation adoptée a besoin 
de modiflcation. Je donnerai (§ 3, 4) une notation plus com- 
pliquée, de laquelle on ne peut pas tirer de pareilles consé- 
quences. On verrà du reste que l'introduction des relations 
donne lieu à une simplification et une généralisation de beau- 
coup de théories mathématiques; et elle nous permet de donner 
do3 définitions nominales partout où les définitions sont possibles. 

Dans ce qui suit, j'ai adopté quelques uns des symboles de 

M. Schròder, par exemple, R, 0', 1\ Je n'ai pas réussi à me 
conformer à la règie du Formulaire, de mettre tous les sym- 
boles sur une ligne, et dans le cas des relations il m'a fallu 
distinguer RP de Rr^P. Pour le reste, j'ai adopté tout ce qui 
se trouve dans la logique de M. Peano, ainsi que la notation 
Elm, suggérée par M. Padoa [RdM^ VI, p. 117] ; cependant j'ai 
distingue QU, où u est une classe contenue dans le domaine 
d'un relation R, de g^u, Pour cette raison, le produit logique 
d'une classe ti et d'une classe représentée par une lettre 
grecque est toujours indiqué par gr^u ou 7ir>u etc, et non pas 
par gu ou ug [Voir § 1, Prop. 1-33-34-35-36]. 

§ 1. 

Théorìe generale des Relations. 

^ 1*0 Idée primitive: Rei =: Relation. 

•1 Re Rei .o: xBy .=. x a avec y la relation R. 

•21 R£ Rei .0. g= 0C3\'s.y3(xRy)\ Df 

•22 Re Rei .o. g= x3\'^y3{yBiX)\ Df 

Si R est une relation, q est ce qu'on pent appeler le domaine de 1« 
relation R, c'est à dire, la classe des termos qui ont cette relation 
avec un terme quelconque ou avec plusleurs termes. J'emploie tonjoars 
(excepté pour les relations qui se trouvent dans le Formulaire). des lettres 



1, ■ 
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majnscnles pour les relatìons, et les lettres minuscales grecqaes correspon- 
dantes pour les domaines des relations. Dans les definiti ons *21*22 la 
lettre R est supposée variable, c*est à dire, a sera le domaine d*une re- 
lation A, p d'une relation B, etc. Je regarde 3 comme une idée primitive, 
de sorte que je me permets de mettre ce signe en avant de proposi tions 
non réduisibles sans son aide à la forme xsa. 

•34 Ite rei . xeg .o. gx =: y2{xBiy) Df 

•32 xbq .0. QX = y3(yTix) Df 

•33 Rfi rei. iù€ Cls . uog .0. QU'=zy3 \wi^ X3{x^y)\ Df 

•34 UQ = y3\xEu .Ose . xSiy\ Df 

'35 U7)Q .o. QU = y3\wjif<c3{yB>x)\ Df 

•36 UQ = y3\xsu .ox . t/Ra?j Df 

•4 • Re rei .0. a^ .=. a^ 

•8 aR .=. a^ Df 

•6 R,R'e rei .0/. RoR' .=: xRy .Ox,y. xTHy Df 

•61 R=R' .=: RoR' . R'oR Df 

•7 Re rei .0. a rei ^ R'3 (a?R'i/^.=. i/Ra?) Pp 

•71 Re rei .0. rei f> B!3{xB!y .=. t/R^r) fi Elm 

[ Ri,B) e rei « R'3(ajR'y .=. yRx) .o.-. xR^y .z=. yRx : xR^/ .=. yRx.\ 

0: xRit/ .=. xB^y : o. R| =R, ] 

•72 Rfi rei .0. R = ? rei r> R'3(a?R'i/ .=. t/Rr) Df 

•8 ^ rel^B3(Q =: IX .^ = ly) Pp 

Cette Pp est d'une grande importance, surtout dans Tarithraétique. 
Elle affirme qu'entre deux individus quelconques il y a une relation 
qui ne subsiste pas pour aucun autre couple d'indivìdus. Elle n'a pas 
besoin d*hypothèse, puisque x et y ne sont sujets à aucune limitation. Cepen- 
dant on peut la restreindre au cas où x et y sont difFérents, puisque le cas 
où X et ^ sont identiques se déduit de celuì-ci par la multiplication rela- 
tive (2-1). 

•9 Rfi rei .0. R = R 

[ xUy .=. yEx .=. xRy ] • • 

•91 R,Sfirel . R = S .0. ^ = a .^ = 0' 

R = S .=» R ^ S 



• V "l^"*»" 




■ ■! 



— 118 — 

•93 R^jR^erel .o.*. x(R^JR^y .=: xB,j/ .u. xB,^ Df 

•94 KeCls'rel .o. u'K = B.3\xRy .=. aK f> R'sixKy)] Df 
•95 u'Kerel Pp 

•96 R^yRjfirel .o.-. x(R^^R^t/ .=: xRj/ . xRj/ Df 

•97 Ke Cls'Rel .3 '^ 'K = R^jajR?/ .=: R'^K .or'. xR'yl Df 
:98 n'Kcrel Pp 

^2-1 Ri, R,e rei .0: x R^R, z .=. ^y3{xB.j/ . ?/R,j) Df 

•li R,R, fi rei Pp 

n est nécessaire de distinguer R^r^R,, qui signifie le produit logiqne, 
de RiRf , qui signifie le produit relatif. On a R^ n Rj z= Rj , mais non 
pas en general RiRi = Ri; on a Ri^Rj = R|^Ri, mais oa u'a pas en 
general RiR|=RgRi. Par exemple, grand phre est le produit relatif de 
pére et pére, ou de mère et pére, mais pas de pére et mère. 

•12 Rfi rei .0. R" = RR Df 

•13 R,Se rei .o. (RS) = SR 

[ x(èè)y .=:, yBSx .=. gjfi {yRz . zSx) .=. gzf {xSz . zRy) .1=. xSRy ] 

•2 Transìtif = tr = rei ^ R3(R*oR) Df 

Quand on a R' o R, on a xUy . yRz .o. xR^ . 

•3 Rfi rei .0/. R" = R .==: xRz .=. mj3{xRy . y^z) 

Si R est une relation qui engendre une sèrie (ce qui demande que R 
soit transitive et contenue dans la diversité), R*=iR donne la condition 
que cette sèrie soit condensée {Uberall dicht), c'est à dire qu'elle possedè 
un terme entre deux quelconques de ses termes (Voir le § 5). 

•4 Rfi rei .0: a>Ri/ .=. "{xRy) Df 

•5 -Rfi rei Pp 

•6 (-R) = -(R) 

Je n'ai pas trouvè nécessaire Taddition relative de MM. Peirce et Schroder. 
En voici la dèfinition : 
SoientR, S des relatìons : leur somme relative est une relation P, telleqae 

xFy .=.*. cc-Rj' .0* . aSy : z-Sy .0» . xRz Df 

on a xFy .=. -a(-^x rs ^ay) .=. -jaj(-R-S)y! 

^ 3^1 fi fi rei Pp 

Cette Pp dit que s est une relation. Dans ce cas, j'ai dù abandonnerla 
règie d'employer des majuscules pour les relations, 

•2 e = 003\^y3(x£y) \ Df [ e = individu ] 

•3 e = X3\^y3{y8x)\ Df [e = Cis-<A] 

'4^0 [ ^fi e .0. ^£Cls .0. yee ] 
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•5 xèey •=:. ^Z3(xez . yez) 

•5i xeey .=. '3ls3(z£x . zey) .=. a7,i/eCls . aajy 

•6 ye Cls'Cls .o. \Jy = X3(x^y) 

'7 Re rei : xsq .o,, y3(xB,y) = a; :o. R = fi 

[ xep .Oa; : acRy .=:. yex .o.'. R ^ fi 1 

•8 w,t?fi Cl*^y\ .0. a rei f> B3{xRy .=. xeu . i/fit?) 

[ Prop 1*8 .0. grel f> P3(m znn , tv=zn) 
Fs rei . tu =z 3t . tv =in .o:: 

xeu . ysv .=a;,y. x(ePe)y .\ Xr,BU .\j. y^-sv .=x,y. -}x(£P£).yj ::3. Prop ] 
Cette proposition prouve que, si u, v sont deux classes non nuUes, 
il y a une relation qui subsiste entre tonte terme de u et tonte terme 
de V, mais qui ne subsiste pas pour aucun autre couple de termes. 

•8i ue Cls - 1/\ .0. a rei ^ B3(q = u : xeu .=,. xRu) 

[ Prop 1*8 .0. a relr>P3(» = m . jt = m) :o.*. 
xeu .OiB. x{eP)u : x^u .Ox . '<c(sP)u .o.-. Prop ] 

•82 ne Cls-</\ r^. eu^=i rei ^ B3{q=u : xeu .=^. a?Rw) Df 

La relation Su est la relation e pour la classe u seule. Elle est formée 
par le produit relatif de£ avec la relation qui subsiste seulement entreuet u, 

^ A'i Idée primitive: V = identité 

Ce symbole est tire de la notation de M. Schròder. Je n'emploie pas le 
symbole = pour Tidentité des individus, puisqu'il a un autre usage pour 
réquivalence des classes, des P, et des relations. 

•2 1' e Rei Pp 

•3 0' = -r Df 

0' est la diversité. Elle est une relation, en conséquence de Prop 2-5. 



•31 


xVx 












Pp 


•32 


r or 












Pp 


•33 


R fi rei . 


. xRy . y V 


z .0. xRz 








Pp 


•34 


r* V 


• 


Prop 4-33 


> .9. 


Prop 






•4 


r= V 














[ acry ,=. y\ 


'X 11 


M 


ili 


. Prop-32 .0. 


xVy 


2 


|2| 


.o.r oi* 


|3| 


1 * 


13 


. Prop-32 .0. 


Prop ] 




•41 


1'" = V 














[ xVy . yVy . 


0. xV^y :o. 1 


'ol'« 








IH 



|1| . Prop-34 ,3. Prop ] 



— 120 — 

•4« 0' = 0' 

[ Prop-3-4 O. Prop ] 

•5 R,Pa rei .o: RP o 0' .=. RP o 0' 

[ RP 0' .=: xRy , yPz ,Ox,y,%> acO'j' : 
=• -a {x,y)3{xRy . yPx) . 

=• -a i^iyXy^ • ^^y) • 

=: yRx . xPz .»ir,y,». yO'jr :=. RP o 0' ] 

•il l-^^c = B,é[r^B3\yEx .zBx .o^.yVz\ Df 

•2 Re NcH-1 .=. Re 1h-Nc 

•3 1h.1=(Nc-»-1H1h-Nc) Df 

Nc-hl est la classe des relations univoques. Le symbole Nch-1 indique 
que, si on a xRy^ quand x est donne, il n' y a qu^un y possible, mais 
que, quand y est donne, il y a un nombre cardinal quelconque de x qui 
satisfont à la condition xRy. Do mème 1h-Nc est la classe des converses 
des relations univoques, et Ih-1 est la classe des relations univoques et 
réciproques. 

•31 Nc-hl = Rei ^ B3(xeQ o.^.. qjc e Elm) 

•32 1h-Nc = Rei f> B.e{xeQ .o^. qx e Elm) 
•4 re lH-1 

[ Prop 4-34-4 .o. Prop ] 

•5 RelH-1 .0. RelH-1 
•6 RelH-Nc.o. RRol' 

On n*a pas RR=1*, puisqUe le domaine de RR et le mème que celui 
de R, qui n'est en general qu' une partie du domaine de 1\ 

[ ccRR^ .0. ^S3{x,ys q z) iRe 1-hNc .o. qz e Elm .'.o. Prop ] 

•7 R,SelH-l .0. RS e 1h-1 

•8 R,Se Nc^l . uè Cls . uoq . qu oa . RS = P .o. o(qu) = mi 

[ xsu . y V ìXQ ,0. yBa .o: zi' lya .o. acRSr .'.o. a\Qii\ 'ò nu \\\ 

XBU . xRSs .0. a OA ysixRy . ySz) .o. ysgu . ze (j{qu) : 

\1\ . (2| .0. Prop ] 



;^C- ^y^wTT^- - .^ 
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^ 6M SfiNcH-l .R = SS.o. R»oR.R = R 

[ xRz .=. a yd(xSy . aSy) |1| 

jRm7 .=. 3 v3{zSv ,wSv) |2| 

SeNcH-l . zSy . zSt? .o. yl'i? |3t 

tll.|2|.t3| .0: xRz , zRw .0. a y3{ix£y . tt?Sy) .». xRt«? :o. R* oR 14| 

scRy .=. a y3{xSy . «Sy) .=. ay3(^Sy . ccSy) .=. aRac :o. R=R {5| 
|4|.i5! .0. Prop ] 

•2 Re rei . R'oR . R = R . aR .0. aNcn-l «S3(R = SS) 

[ a&u .=:. X8Q . uz^ QX :o: 

xSu . ySw .=. Xyyeg . w = ^aj= gy .o. ojRy :o. SS oR |lt 

R^R . R=:R . aR .0: xsq .Ox . xs e ^ |2t 

|2j . Hpjlj .0: xRy .0. x^ye qx .0. xSqx . ySgx .0. asSSy :o. RoSS |3| 
|lt . |3| .0. Prop ] 

La P 6-2 est la converse de la P 6-1. Elle affìrme que toute relation 
transitive et symétrique et non nulle peut étre analysée comme produit 
d'une relation univoque et de son converse, et la demonstration donne 
une fa^on dont ceci peut se faire, sans prouver qu* il n*y a pas d'autres 
fa^ons de la faire. La P 6*2 est présupposée dans les définitions par 
abstraction, et elle montre qu'en general ces définitions ne donnent pas 
un seni individu, mais une classe, puisque la classe des relations S n'est 
pas en general un élement. Pour chaque relation S de cette classe, et 
pour tout terme x de R, il y a un individu qu'indique la définition par 
abstraction; mais les autres relations S de cette classe ne donnent 
pas en general le mème individu. Ceci s'expliquera mieux dans les appli- 
cations, par exemple dans le § prochain. Cependant on peut toujours 

prendre la classe qx, qui paratt dans la démostratìon de Prop 6*2, comme 
l'individu indiqué par la défìnition par abstraction; ainsi par exemple le 
nombre cardinal d'una classe u serait la classe des classes semblables à u. 

§2. 

Lesnombres cardinaux. 
^ l'i UyVeCls .0: wsim2? .=. al-hlnR3(wo^ .^ 1^=7?) Df 

Pour la définition de q u, voir § 1 Prop 1*33. 

•il sim e rei Pp 

Pour affirmer qu'un terme de valeur constante, tei que « sim », appar- 
tieni à ielle ou telle classe, on a toujours besoin d'une Pp quelconque. 

]5. VII, \90\ EdM. t.7 9 
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•4« 0' = 0' 

[ Prop-3'4 O. Prop ] 

•5 R,Pfi rei .o: RP o 0' .=. ÈP o 0* 

[ RP 0' .=: xRy . yPz .Oa:,y,«. qcO^jt : 
=• -a ix,y)3{xRy . yPx) . 
=• -a ix,y)3{yUx . xPy) , 
=: yRx . xPz .Ox,y,x. yO'z :=. RP o 0' ' 

^ 5-1 NcH-1 = Rei n B3\xRy . xKz .o . 
•i i 1h-Nc = Rei '^R^ji/ftr . ^Ro? .o ^. // 

•2 Re Nc^ 1 .=. Ra 1 h-Nc 

•3 1h.1 = (Nch.1>>(1^Nc) 

NcH-1 est la classe des relations univo 
que, si on a ajRy, quand x est donno, 
que, quand y est donne, il y a un nm 
sa ti sfont à la condition xRy. Do niènit» 
des relations uni voques, et In-l est l.i 
réciproques. 

•Si NCH-1 = Rei n BsiiTFn • 

•32 1 H-Nc = Rei f^ Re{jr 
'A Ve lH-1 

[ Prop 4-34-4 .o. Prop ] 
•5 R8lH-l .0. RelH-' 

•6 Rfil^Nc.o. RR 

On n'apas RR=1', 
de R, qui n'est en ^ri- ^ ~ 
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|3| 

'»s qui forment 

Mables (sim), 

liitte classe de 

" toute entiòre à 

.H'ut la théorie des 

)ir le §4). 



j . aClsM?3 ^ (tosimi? . wou) 

Df 

Df 

A tu 

1 

Df 

.•I 
. Elm 

1 H-l n ^3{U0Q . QU = iX) 

. Quz=.ìx .o: y^zBU .9. yRx . ^Ra; .o. yVz .9. i» Elm ] 
iilm .0. w sim V 
. ./cz* .0. w sim <x tl| 

I . y£v .0. v sim f^ )2| 

'1\ . Prop 2-5 .0. Prop ] 

1 a = 7a '^ a?3(we Elm .Om . wSa?) Df 

r H'I R^ rei . wòq . aw .0. 

a rei f> R'3{^'=w : a?R'i/ .==aj,y. a?£w . OjRy} 

Hp . §1 Prop 3-8 .0. a reln R "sj ^" = w . ^' = fiTu : xèu . yfiiw .=^,y . xSi'^y\ 
R"£rel : xB."y .=y,«. ocbu . yf^w : RaR" = R' :o: 
osR'^ .=. Qcsu , ys QU , xRy .=. xet^ . xRy :o. Prop ] 

•Il Rfi rei . uoQ .o. rei n R'a jo^Rt/ .=. ìtcw . xRy\ ^Elm 

[ Rj^firelnR'sjccR'y.zs.asfiM.scRyl .o: aiR^y .=,cc8U . xR^.=.xRjy :3. Prop] 
Les P'1'11 montrent qu*on peut toiyours trouver une relation dont le 
domaine est une portion limitée de celui d'une relation donnée, et qui est 
equivalente à la relation donnée dans cette portion.» 
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*2 ue CIs .0 . u 8im u 



[ 1* B 1h-1 : R^l* .0 . UOQ , QU^u :o. Prop ] 

•21 UfVe Cls . : te sim v .=. ?? sim w 

[ § 1 Prop 5-5 .0. Prop ] 

•22 u,v,we Ck .o: u sim t? . v sim to .o. u sim io 

[ § 1 Prop 5-7 .0. Prop. ] 

•3 a Ne -+ 1 ^S3(sim = SS) 

( 1.11-2-21-22. § 1 Prop 62 .o. Prop ] 

•4 g = NcH-l^S3(sim=SS) Df 

Voir la note À la fin du § 1. Si Ton veut definir le nombre cardinal par 
abstraction, on ne peut definir qn'une classe de classes, dont chacune 
a une correspondance unlvoque et réciproque avec la classe « nombre 
cardinal, » et à laquelle appartient chaque classe qui a une telle cor- 
respondance. Ceci résulte des propositìons suivantes ( -52 et '54), 

•5 Sfig .0. o = Cls [sim = SS : ue Cls .ow . u sim u :o. 

ue Cls .ou . a x3(uSx) ] 

•51 S,S'es.o.SS'fil-t-l 

[ a^'y . s^'y'.=. g Cls rsu3{uSx . uS y) . a Cls f>u'3{u'Sx . u'S'y) \1\ 
uSx . u'Sx .0. u sim u' .o. u S'S'w' .o. a y^'siuS'y" . M'S'y") 12j 

IH . |2| . S,S' 8 Nc-H .0. yiy . yTi/" .o. yVy' .o. SS e Nch-1 |3| 

131 .0. S'S fi NcH-l .0. S S' fi iH-Nc j4| 13}.t4| .o. Prop] 

•52 S,S'fig.O.0SÌma 
[ XBa .0. a Cls rs U3 (wSac) jlj 

Prop 1*5 . usCìs ,o.^af> yaiuS'y) |2| 

tl| . |2ì .0: xìa.^x. a^ ^ y5(xSS'y) - |3| 

t3| .o: yfic? .Oy. a^^ X3(xSS'y) |4t 

|3| . |4! . Prop 51 .0. Prop] 

•53 Se rei . Re 1h-Nc . a o ^ .o. SRRS = SS 

[ ^ e .o: xSy .0»,^. a«3(2/R^) |1| 

Re iH-Nc .o: yRar . gRy' .o. yiy j2|. 

tl| . t2ì .0. SRR = S1' 13| 

131 . § 1 Prop 4-33 .o. SRR = S .o. Prop ] 

'54 Seg . A sim a .o. a go S'3(ft= ?) 

[ /e sim .=. a 1^1 ^ R?(fcoe . fffe ==^) |lt 

tlj . Prop 1-5 .o:we Cls .o« . a kf\C9{uSBx) |2| 
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Se Nc-i-1 . IU-i-1 .0: SR e Nch-1 |3 



Prop -53 .0. SR Rg = SS = sim j4| 

t2| . 131 . 141 . . Prop ] 

Les proposi tions '52 et '54 pronvent que toutes les classes qui fonnent 
les domaines des différentes relati ons de la classe g sont semblables (sim), 
et que toate classe semblable à rime d'elles appartieni à cótte classe de 
classes. L*arithmétiqae des nombres cardinaux s*applique tonte entiòre à 
chacone de ces classes ; mais pour développer complètement la théorie des 
nombres finis, on a besoin de Tinduction complète. (Voir le §4). 

'1 UyVe Cls .0: ?a w > ?0^ .=. -(tesimi) . aClsu?3 ^ {ummv . u>ou) 

Df 

'J ?aw<7oi7.=. ?ai?>7aw Df 

[ Re 1h-1 . w=A •^- ^^^ • w^ ^ A Ul 

tlt . tnsA . Prop l'I .0. Prop ] 

•4 0(J = ?ay\ Df 

•5 ^o; sim et/ 

[ §1 Prop l'8 .0. Prop ] 

'6 u sim ICO .0: ìie Elm 

[u sim IX .^. 3 1h-1 n R3(w>Q . ^u ^ ix) 

R£lH-l . uoQ . Quzziix .o: y^^su .0. yRo? . ^Rx .9. yl*£; .0. u£ Elm ] 

•61 UyV e Elm .0. w sim t? 

[ Uè Elm . x£u .0. u sim (x tl| 

V£ Elm . yev .0. v sim ly |2| 

|1|-. [21 .Prop 2-5.0. Prop ] 

'7 1 a = ?a ^ X3(ue Elm .Om . uSo?) Df 

^ S^ R6 rei . 1^0^ . ^u .0. 

a rei ri R'3{^'=:w : xR'y .=x,y. xeu . a?Ry{ 

Hp . §1 Prop 3-8 .0. a rel^ R"5j g" = m . g^' = pi* : xzu . ye^w .=x,y . xB.'^yS 
R^firel : xB.'*y ,=y,x. xsu . ysgu : RnR" = R' :o: 
xR'y .=. xsu , ys QU . xRy .=:. xsu . xRy :3. Prop ] 

•i i Re rei . uoq .0. rei ^ R'^ ji^^R'?/ .=• ^^^ • ^^2/1 ^Elm 

[ Ri,R,erel^R'?tccR'y.=.a;et*.acRy|.o: scRi^ .=.cc8u . acR^.=i.a:R,i/ :o. Prop] 
Les P'1'11 montrent qu'on peut toujours trouver une relation dont le 
domaine est une porti on limi tèe de celui d'une relation donnée, et qui est 
equivalente à la relation donnèe dans cette portion.r 
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•12 Re rei . uoq .0. Ru = ? Rei ^ B!3\xSly .=. xeu . xSiy\ 



Df 



•2 w,w'fi Cls . w sim u' .0. a 1h-1 r^ R3(t^=(> . t^'=^) 

[ U Slm W' .0. a 1-hl n R9(t«99 ."i^M = M ) |1| 

111 . Prop31 .0. Prop] 

•3 u^VyU\rfE Cls . wt? =y\ . w't?' =y\ . u sim w' . t? sim 'd .0. 
tA^ sim w W 

[ usimu' . Prop'2 .0. g l"*"! nR?(w=g . M'=e5 
tesimi?' . Prop*2 .0. g 1-hl ^ R>(i;=e' . t;'=:^) 

t*t?^/\ . u'ìfzz/\ . P= RwR' .0. jr= wvu .^= w'wi/ . Pé 1-hl .0. Prop ] 

•4 Ae Cls' lH-1 : R„R,£ft . R, 0' R, .0 . ^,n^, =y\ . 

Ri,R, 

Q^f>Q^ =y\ :o. w'A; £ 1h-1 
[ x{\/k)y .^. a A:'^R?(a;R.y) .0. 3 fc^ Ralxeg) 

Ri,R,eX: . R^ 0' R, .o . g^fyg^ = /\ :o: 3 Ay^ Rbìxbq) .d* . Ay^ R5(aìeg) e Elm : 

RifR, 

0.-. Rfifc . ase^ .0: x(\/k)y .^. asRy .-.o. Prop ] 

3*4i Re 1h-1 . ^,^ £ Cls'Cls : ajRy .ox^. a? sim 1/ : 
XfO/eQ. ocO'af.ox,x'. xx' =/\: yyj/sQ .^'j/.o^y . qq=/\ 'o. Jq sim s/q 

[ xRy ,^>y. xsimy :o: xRy .0. g 1h-1 n R' 3(07=9' • y=i?') - 
acce .Oaj.R* e In-l ^ R'j(x=e' . T^x =^') : A= l-hl n R^slg^ ^ x?(R"l*R« )t: 



P= w*fc . Prop 3*4 :o. Pe l-i-l . jt^^g . ^1=: \j^q .o. Prop ] 

dette propositi on donne le fondement de d 'additi on arìthmétique, 
sous une forme qui permet Taddition d'un nombre infini de nombres soit 
finis, soit infinis. 



3'5 u£ Cls . Xyyeu .0. u^ix sim uH,y 

[ M-jao-jy sim ìi^ix^iy . tx sim ty . Prop 3*3 .o. Prop ] 

•51 UyVe Cls . u sim v . xeu . yev .3- ^^^^ sii^ imi/ 

[ Rfi l-l-l . w=:e . v=zQ . xRy .o. Prop 



Rfi l-i-l • w=9 . v=iQ . -(asRy) .o.*. g w> zè{x'Rz) : acRa .3» • yO*^ . 

0. ^^-<a? sim v^iz 
Prop3*5 .0. v^tz sim v~iy 
}l|.|2|.t3| .0. Prop] 

•52 UjVe Cls , xeu . yev .0: u sim t? .=. uh^ sim tMy 
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« 4. SfisD:: 

Df 

Cette défìnition dépend de Prop 3-3. 

•2 Aoo .0. 2* = 10 ^p3Jt^8 Cls'Cls . wsimft : x^yEu s>x^y. xy=^/\ 

Df 

Cette définltion dopend de Prop 3-41. Il importe d'observer qu'elle dé- 
finit la somme d*ane classe fìnie ou ìnfìnie de nombres finis ou infinis ; 
mais qu'il faut que tous les nombres soient différents, car sinon, on ne 
peut les definir comme nne classe de nombres, mais sealement comme 
nombres de classes. Pour le cas où il y a des nombres égaox dans la som* 
mation, il faat des considérations difiPérentes, et surtont la mnltiplication, 
que je ne développe pas ici, poor éviter les longueurs. 

•3 1 aO'Oa 

[tiSla .0. U€ Elm : vSOa .o. v=/\ : ^-£ Elm :o. Prop] 
Cette proposition prouve que pour une relation quelconqoe de la classe 
§, lo diffère de Oa. 

•4 cosa .0. a?+la= 7o^y3\iiSx . z^eu .ou,z. ìajiz Sy\ Df 

•41 cosanOa .0.07— lo = ?a ^ y3\uSx . zen .Ou,z. i(H.zSy\ Df 

Cette défìnition dépend de Prop 3*51. 

4-5 xe (JHOa . o: x—U Vx .=. xVx-^-lo 

[ X — lo 1' « . wS X — la . vSac .o. u sim v jl| 

tlt . Prop 3*52 .0.-. z-Bu . w~sv O' ^ sim v .=. u^iz'^imiy^iw .*. 
o: X — lo 1' X .=. X V £C+lo ] 

•6 xe a-eOo .o: a?— lo 0' x .==. x 0' a?+lo 

[ -5 . Transp .o. Prop ] 

Les propositions '5 et '6 proavent que si le nombre d*ane classe est 
identique aa nombre de la classe qn'on obtient en òtant un terme k la 
classe donnée, alors ce nombre est aussi identique au nombre de la classe 
qu*on obtient eu ajoutant un terme à la elasse donnée, et viceversa. Puisque 
nous avons prouvé (4*3) que lo est différent de Oo, nons avons les moyens 
pour prouver que dans la classe des nombres qui obéissent à l'induction 
complete, en partant de Oo, deux nombres successifs ne sont jamais égaux. 
Mais avant de développer co sujet, il faut examiner la théorie des prò- 
gressions, c*est-àrdire, des séries dont le nombre ordinai est cu. 
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§3. 

Les progressions. 

se Cls . a sM-gw . e(sw)os .o« . wosj Df 

Ceci est une definiti on du nombre ordinai co, ou bien, si Fon veut, 
une définition de la classe des classes dénombrables. Les nombres ordinaux 
sont en e£Fé des classes de sérìes. La classe a> est la plus sìmple des classes de 
séries infinies. Puisque la définition ne presuppose pas les nombres, il sera bon 
de donner à ce type de séries un nom qui nMmplique pas les nombres. Je 
rappellerai donc la classe des progressions, Voici la définition en mots : 
a> est la classe des classes u telles quMl y a une relation univoque et ré- 
ciproque R telle que u est contenue dans le domaine de R, et que la classe 
des termes auxquels les diiférents u ont la relation R est contenne dans t^, 
sans ètre identique avec u, et que, si s est une classe quelconque à laquelle 
appartient au moins un des termes de u auxquels aucun u n*a la relation 
R, et à laquelle appartient tout terme de u auquel un terme de la partie 
commune de u et « a la relation R, alors la classe u est contenue dans 

la classe s. 

o}Q = u3\uoQ .Quou.^ umQU : seCìs . a sid^u . q{su) os .o« . uos\ 

Df 

CDQ est la classe des progressions dont R est la relation generatrice. 

•12 USO) . . Relu = 1h-1 r^ B3(ue cog ) Df 

•1 3 Induci .=/. ueco . Re Relw. o : se Cls. a su^u . q(su) 

OS .z>S' uos Df 

'2 UBO) . Re Relu . o . t^^u e Elm 

[ X8 It^QU . S^ IX \J QU .0. q(8U) 0« . ^St^QU \1\ 

|1| . Induct .9. uo« .0. uo ixsjQU .o. u^gu oix .o. Prop ] 

Re l-*-l . QOQ . ag-^ . ue(og . o :: 

•3 Ou — 7{14^U) Df 

'31 xeu . o . seqo? = cqx 

•4 PeRel.o.PO„=:i':^ Df 

•5 Pe Rei . neu . o . Pseqn = p/ip Df 

Les P 1*4*5 définissent par induction les puissances finies des relations. 
Cette définition s'efi^ectue au moyen des termes de u. Dans la théorìe des 
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progressions on ne peut se passer des pnìssances des relations; donc, si 
Ton veut rendre cette théorie indépendante des nombres, il fant definir les 
pnissances d*nne manière qui n'introduit pas de nombres. Le symbole Vs€ 
signifie ridenti té dans la classe ;r, et la relation nulle partout ailleurs. 
Voir § 2 Prop 312. 

•6 ltt=?^(Ow) Df 

•7 Fé l-*.l .0. più = p 

[Pl«=l';rP=P] 

1*8 Pfi Ih-I . asu . o . P« e Ih-1 

Pel -hi . §lProp 5-7 .o: aeu . P« fi In-l .o. PB»q« fil h-1 {2| 

tlt.|2| . Induct .0. Prop ] 

•81 xeu . Ou R^z . o . ccVz 

[xVOu .OuB^z ,Q. zVOu \1\ 

seq.x 
Ott R« ac .0. Ou R seqflc {2| |1| . |2| . Induct .o. Prop ] 

•82 vsco . R'fiReli; . xeu . OvBf'^z . o . zev 

[xVOu . Or R'*« .0. al'Ot, ,o,z€v {Il 

seqx 
Ov R'^ z . Z8V .9. Ov R' seqe . seq z ev |2; 

{1| . |2j . Induct .0. Prop ] 

1^9 veco . R'e Relv . o . a l-»-l f> F3\iiì=ji . v=i7i: x,yeu . 

xRy .0 x,y. ITI X FI lny\ 
Cette proposition affirme que deux progressions sont toujours deux 
séries semblables, c'est à dire qu'on peut trouver une relation univoque et 
réciproque dont le domaine est Tune des deux progressions, et dont la re- 
lation converse a Tautre progression pour son domaine, et qui est telle 
qu*aux termes qui précèdent dans une sèrie correspondent des termes qui 
précèdent dans Tautre, et vice versa. 

[ § 1 Prop 1-8 .0. a rei ^ Po3(^o = «0» . jio = 'Ot?) |1| 

Prop 81 .o: xbu . Ou R^ 2 .o. zbu |2| 

Prop 82 .o: oixu . Oe R'« z' .o. z'iv {3| 

tli . |2| . |3t .or XÈU . zR« PqR'^ a' .o. zbu . z'tv . zVx |4| 

§1 Prop 5-7 . §3 Prop 18 .o. ft» PqR'* fi 1 h-I |5 j 

t4|.t5| . Q= rei n FsjaM rs xn{Y =RÌ Po R'» )| . P= ^*Q .o.-. 

Pfi 1-hl . u:=:n . vzizn: x^yeu . xRy .Ox,y. iJtxR'ijty .'.o. Prop ] 

1*91 i^'sim w . 0. u'eco 

Dans cette proposition on dèmontre que tonte classe se mblable à une 
progression est elle-méme une progression. Si P est la relation univoque 

et réciproque entre t^ et zt' , R la relation generatrice de u, alors P R P 
est la relation generatrice de u'. 



- IflS- 



( u'simtf .0. a 1h-1 ^ P't(uo»' . n'u =u') t^l 

Pi Ih-1 . w^n . ytu =ti' : ontu jò%,x''=i iJtx . aeqx' = Mr(8eqx) :o. 

x'Pac . xR seqx . seqa P seq x* .0. x' PRP seq x' \2\ 

Hp |2| . PRP =:R' .0. R'fi Ih-I . ?« ou' }3| 

Hp |3| . Xo'= iJiOu .0. a2b'= ftP^g'u' |4| 

Hp |d| . «e Cls . m'-pV £« . q'(u's) o» .o.*. 

Ow (Pfi> : x(P8)u's .0, . seqaj (Ps) u'5 |5| 

|5| . Induct .o: X£u .o^. a!^P£)u'« |6| 

Hp |5t . |6| . Pfi 1-1-1 .o: x'ew' .0 a?', x'e» |7| 

|8| . 141 . |7| .0. Prop ] 

^ 2. R^l-i-l . ^ ^ . a Q^ , uè (oq.o :: 

•i ^W fi (Oq 

[ Propi -91 . R' = RRR .0. ^ueCOg' \l\ 

|1| . R'oR.o. Prop] 

•li xeu .0. ^«W fi o)^ 

[ u= ^<^ii u . Prop 2'1 . Induct .o. Prop ] 

JVòte. ^ t«= y3\ guniB? («R* y)|. 
•12 XBu .0 .xO* seqx 

[ ^^t^QU . u ^u fi Elm .9. Om 0*1u |1| 

Prop 11 . xeu .a. ^ ttfico^ . xVOq'^ u \2\ 

|l| . |2{ .o: XfitA .OjB . asO* seqx ] 

La P 2*11 prouve qu'on peut omettre autant de termes qu*on veut 
au commencement d'une progressìon sans qu'elle cesse d'étre une prò- 
gression : la P 2' 12 prouve que tout terme d'une progression diffère de 
son successeur. 

"13 t?o w . at? .0. atv^t? 

[ tn) QV .0.*. Om -fiu : xs it^v .o*. seqx -fiy jlj 

tu . Induct .0. -gM^y .3. i'=A l^i 

|2| .0: Vdu . gw .0. g«-$t? :o. Prop ] 

2*1 4 VOU . ^V. QVOV .0. ve COq 

[Prop 218 .3. ^v-ev \1\ 

Hp .d. Qv;>v |2| 

vou . uo^ .0. V^Q |3| 

Xfiv . ^vot? .0. seqx fit? :o: xfiv .o«. ^«u ov io: xfi «-g« .o. «=^ v [41 
|4| . Prop 211 .0. Prop ] 



•18 xeQU.o.ccO'Ou 

t 

[ X£^ .Ou -ff QU .0. Prop ] 

[ tt' =1^ M .0. tt,e^a) . ac=:Ott . mu' |1| |lt . Prop 2-15 .o. Prop] 



Cotte proposition prouve quo le méme terme ne peat jamais revenir 
dans une progression : tout terme diffère de toos les termes précédents. 

•2 afieu . o . aw ^ C3(aW> e) 

[61*0m.o. aR^ a |1| 

aR e . csu .0. aR^^ seqc . seqc èu 12| 

tl| . |2| . Induct .0. Prop ] 

•21 afisu .0 .uf^ c3(àBf> e) e Elm 

[ Prop 1-8 .0. Prop] 

•3 afieu . o . a+b = ?w> cs{àBf> e) Df 

•4 aybyXBu . . aw ^ i/3Ìa?(R« )& i/} 

[61'0m.o. x(Ra )^x ti! 

ac(Ra ) y . a«o2»(yR« «) .o. gt* rs z3\x(Bfl ^ Ra e| 

0. '^u f> z3\x{Bfl f^\\ \2\ 

|1| . t2ì . Induct .0. Prop] 

•-il afieu . . (R« )* eln-l 

[(R»Oa; fil-hl tu 

(R» )^fi l-i-l . §lProp 5-7 .0. (R« f®^'^ fi l-H t^l 

ili . t2| . Induct .0. Prop ] 

'42 afijxeu .0 . uf> y3\x(Bfl)^y\ e Elm 

[ Prop 2-41 .0. Prop ] 

•43 apfiotu . o . a?+a6 = ? m ^ y3\x(Bfly>y\ Df 

•44 a& = Ou+a& Df 

•45 ab Ve .0 . x+ab V x+c [ Induct ] 

•46 ab O'c .0 • x+ab 0' x+c [ Induct ] 

•47 a& !'<; .=. a?+a6 V x+c 

[ Prop 2-45-46 .o. Prop ] 

•48 aeu . . a+0^ =a 

[ a+Ou = m n a»(aROMcc)=a ] 

"49 asu . o • 0^+a =a 

[ Prop 1-81 .0. Prop ] 



2-5 afieu .0. R« R& = Ra-H> 

[RaROu=:Ra=:Ra + Oi» jl| 

R» Rft = R«-H .0. R'» Rwqft = R» Rft R = R»+*R=: R»«q(a+&) |2! 

a + 8eqò= m r^ sc»(aRwq*x) = mna5»)a ^'(aR * y . yRx) t 

= m ^ «a; aw r^ (a,y)*(Ou R^ a . àBP y . yRac) | 1 3| 

{3| . Hp}2| .0. a+seqò=mna»la wr^y^COttR'»-!-*^ .yRac) 

= seq(a+ò) |4| 

|21 . 14} .0. R»R* = R»i+* .0. Ra RMqft = Ra+icqfr |5| 

|1| . |5j . Induci .0. Prop ] 

•5 i afiyXEu .0. (X'{'a)'\'h = x+(a+b) 

[ (x+a)+bz=zmryz8\'^ursy3(xR<^y . ylSP z)\ 

= m^«3(a:Ra R* z) \1\ 

\l\ . Prop 2-5 .0. (a;+a)+6 = m^«*(xR*-H'«)=a;+(a-t-6) ] 

•52 afi,xstc .0. x+a+b = {x+a)+b Df 

•53 a,tew .0. a+6 = 6+a 

[ 0« +0u = Oii +0u IH Ou +lt* = 1« = lu +0u |2j 

a+1 M = 1 « + a . : seqa+lu =(a+l u ) +lw = (1m +a)+lt» 1 3 1 

Hp 131 . j3| .Prop 2-52 .o. seqa+l«=l« +(« + !«* ) +1« =1» +seqa }4| 

j2t. |4|.Induct .0. a+lu=zlu+a |5| 

13] . a+b=zb+a .o. a+seq6 = a+b+lu = a+li* +6=1 u +a+6=lw +6+a 

= 6+lu +a = seqò+a { 6 1 

|1| . |6| . Induce .0. Prop ] 

•6 aeu .0. alu = a 

[ alu = mr\X3 \ Ou (R* y^x\ = mf>X3 \0u Bfl x\ = Ou +a = a ] 

•60 aOu=^Oua = a 

•61 a,&£2^ .0. a(&+lu)= a&+a 

[a(OM +1m ) = alM =a = aOtt +a {1! 

a(6+l« )^ aò+a .o. 

a{8eq&+l«| ) =m^a»{ u (R» )«»<jH-i«x 

= iuf> X9\ gun ya(0 u BflH<^ . yRa x) | 

= m^cwtOttRoM-o-KcI 

=: mncwtOu Bfl»»^H^Kc\ =as©q&+« |2i 

|1|. |2|.Induct .0. Prop] 

•611 a,&8w ,0. (b+lu)a = 6a+a 

[ (6+lu )Ott = Ot* = 60tt + 0« |lt 

(6+ltt)a = ba+a .o. 

(ft-f.!^ )(a+lu )=m^a»tOu R(H-i«)(«+i«)x| 

= mna»lay»(Ou R(M-i«*)ay.yRH-i«x)| 

= mr»3w|ay*(0u lyw+^y.yRH-iwflc)! 

= ba+a+b+lu = òa+ò+a+li* 1 2 1 

Prop 2-61 . . 6a+6+a+l«=6(a+lu )+a+U |3| 

|2| . l3t .o: (6+ltt)a=6a+a .o. (b+lu)(a+lu)=b(a+U) +a+lu \M 
\1\ . ;4(. Induci .o. Prop ] 



2'6j afifiBu .0. a(6+c) = ab+ac 

a(6+Oi»)=a6=a6+aOu |ll 

a(6+c) =: ab-^ae .0. a(6-|-c4-l« ) =ia(6-|-c)+a = a6+ac+« 1 2 1 

Prop 2-61 .0. ab+ac+a:=ab+a{c+lu ) \B\ 

Prop 2*53 .0. aò+ac+«^«c+aò+a=ac-[-a(&+l» )=a(6+li4 )-\-€tc |4| 
t2| .|3|.J4! .a: a(6-fc) = oò+oc .0. a{6+c+l « ) = a6+a(c+lu )=a(6+lii) 
+«; |5| 

|1| . }5i. Indact . o . Prop ] 

•63 afiyCeu .0. (6+c)a = 6a+ac 

[(ò+c)Ou=0«=60«+cO« |1| ' 

(&+c)a=&a-[-ca .0. (6+c)(a+ltt)=:(6+c)a-f^+c=6a+ca+6-j-c 

=6a+6+ca+c |2| 

Prop 2-61 . 0: 6a+6=6(a+l«) . ca4-c=:c{a+li» ) 131 

|2{. }3| .0: (6-f-c) a=&a-}-ca .0. (6+c)(a+lu) = 6(a+l«)+c(o+lu) t4| 
{Il . 141. Induct .0. Prop ] 

•6* a^&ew .0. a6 = 6a 

[aO«=Ou=0„a 111 

|1| . {2). Induci .0. Prop] 

On a maintenant prouvé les lois formales de Taddition et de la mul- 
tiplication: la loì associative de Taddition dans P 2-51, la lol commu- 
tative de Taddition dans P 2*53, la loi distributive dans '62 et *63, et la 
loi commutative de la multiplication dans '64. La loi associative de la 
multiplication résulte immédiatement (comme pour tous les produits relatifs) 
de la méme loi pour le produit logique. Dans ce qui précède on n*a jamais 
presuppose les nombres : la théorìe tonte entière s'applique a tonte progres- 
sion. De là découle dans une forme generale tonte rarithmétique des nom- 
bres finis. 

4K 3. B6 1-4-1 . QOQ . 3^-^ . ubodq . aJbjCBu .o:: 

'I Pfi Ih-I . yPz . OJPseqa^ ,0. a?P« y 
[ X P»eqfl z .0. a w>t09(xF<^ w . wFz) |1| 

Pal-hl .0. w(w?Pjr)*Elm |2| 

|2| . yPjr .0. ytW9{wPz) .0. Prop ] 

•li Pe 1-1-1 . xPy . xPseqaz .0. yF^Z 

Pseqa =; Pa+li« =: PIH^ = PP« j 1 j 

tl| .0: xP»^«« . = . ^tD9(xFw . tcP» Z) |2| 

|2| ,ltx$ Elm . xPy .0. ytimipcìPw . w?<^ z .0. Prop ] 

•iJ XEQU .0. a?— lw=?i</^a (%eqy=x) Df 
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3-2 ^u^ x3(àBficb .sj. bBfica) 

[OuBPb IH 

^ Qurs X3{aBpi b) . Prop 3-11 .o. ce— lu « ursy9{seqa Rlf b) {2| 

aR0u6 .0. òRiwseqa .o. 3 u ^ y«(5Ry seqa) |8| 

a ti r^ a5»(6R* a) . a«M n a»(&R« a) .0. òRs^q^seqa 

0. a tinya(òRy seqa) |4| 

|2l.jd{.|4{ .0. ^ u f> xa(aR3f b M. bBpf a) .0. a ur^ ^«(seqa Ry &.u.òRy seqa |5| 
|1|.|5| Induct .0. Prop ] 

•21 Ou fi w ^ ir3(aRa^6 .w. &Ra:a) .o. al'ft 

•22 Ou^ w ri a?3(aRc6 .«. bR^a) .0. a ^woa?3(aRaj6 .«. bB^a) 

•3 a>* .=. a ^w '^ xaibR^a) Df 

•31 a<6 .=. a ^w ^ a?3(aRac6) Df 

•32 ai '6 .sj. a>& .w. a<6 [ Prop 3-2 .0. Prop ] 

•33 a>* .0. -(^^ft) 

[ .a>6 . a<6 .=. ae^à;,y)»(aR« b . òRy a .0. ^Qursx+y9{aBMifa) 

0. -<Prop 216) tl| 

|1| .o.\ Prop 2*16 .0. a>6 .o. -(a<6) .-.o. Prop ] 

•34 a<& .0. -(^>6) 

'35 a<6 = 6>a [ Prop 3-3-31 .0. Prop ] 

•36 a<& .0. ac<J)C 

'37 «>•& .0. €UC>bC 

ìfit 4* Rfi 1-^1 • ^^6 • 3^*^ • ufieo^ . afi,C£QU .0 : : 

•1 aBc .=. ab=c Df 

•il Bfi Rei 

[ xsu .0. C5(a:5&=:c)e Elm t^l 

jl| . § 1 Prop 1-8 .0: a7&=c .Oa. aR^l'^Ra^(e^E^=<^ • 626=^0) |2| 

R6 =:ReloR»|ai^'M^(cc&=c . Q=zix . ^^fc)l . R^ =u' Ei .0. 

aRè e .=z.ab=c .0. Rò l'B t3| 

|3! . § 1 Prop 1-95 .0. Prop] 

'2 Bfi Ih-I 

[ Òl'lu .0. BirlH-l IH 

BfflH-l . til'seqò.o. D«l-i-l t2| 

|1| . |2| . Induct .0. Prop ] 

'3 dSQU .0: oBCd .==. a u f>n3\ab=n . dc=n\ .=. 6ADc 
•* BCfi Ih-1 

{ B,Ctl-i-l .0. Prop ] 
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4-5 H£ No+1 .0 : xOpE =y .=. odRy Df 

•51 Op = p3\{p=) e NcH-l{ Df 

£n mathématique on a l'habitude de parler des operati ons plutòt que 
des relations univoqaes. Les Df 4*5*51 n'ont pour but que de permettre 
Temploi du langage habituel. La relation entre une relation univoque et 
une opération s*ezprime dans ces Df : l'opération suivie du signe d'égalité 
signifie la relation correspondante. 

•6 Fu = g^ia QU ^ (x,y)3{q— Opx t)| Df 

•61 6/c = 0pBc Df 

Les P 4*6*61 donnent la Df generale des opérations qui corrrespondent 
aux. nombres rationnels. Il est important de remarquer que selon cette Df 
aucun nombre rationnel ne doit étre identifié avec un nombre entier, puisque 
les nombres rationnels sont des opérations sur les nombres entiers, tandis 
qu9 les nombres entiers ne le sont pas. 

'7 dbl{ac) = ajC [ Prop 4-8 .o. Prop ] 

•71 dOAb [ aBab . bAab .o. Prop ] 

•72 q.qer .o. a Kf> (x,yyZ)3{q=x/z . q=y/z) 

\ qzzLinln. q'zzm'ln' . Prop 4*7 .o. q^ mn' linn') . q''=. m'nj {nn') .o. Prop ] 

•73 q= x/z = af/z' . 5 = y/z = y'/z^ . x<Cy .o. x'<^ 

[ Prop 3-36 .0. Prop ] 

•74 > » x'^y .0. aj'>i/ 

[ Prop 3-37 .0. Prop ] 

'8 q,qe Tu .0/. qìigf .=: q= x/z . q'=y/z .ox,y,f. x<Cy Df 
•81 M fi Rei 

[ Cette P se prouve par la méthode de Prop 4*11, mais la preuve est longue ] 

•9 qy^STu . qTAq .o. a rw ^ gf'siqM^' . 5^'Mg') 

( q=uzlc . q'^bjc . -(aRò) .o. q M seqa /e . seqa /e M bjc ]1\ 



q-=uijc . q'-=bje . àBb . dsQ^x .o. q-=z adj{cd) . q''=zhdj{cd) . "{adEM) }2j 
|lt.t2| .0. Prop ] 

•91 M" = M [ Prop 4-9 . § 1 Prop 2*3 .o. Prop ] 

Pour éviter les confusions, j'ai désigné par M la relation d'ètre moindre 
parmis les rationels. On vient de démontrer que cette relation est égale à 
son carré, ce qui prouve qu'elle engendre une sèrie condensée. Dans le § 5 
nous développerons la théorie generale de ces séries. 

9|( 5. Rfi Ih-1 . ^o^ . a Q^Q . uscoq . afi^Cydeu .o: : 
•i +a = OpR« Df -11 — a = OpRa Df 

•J R« = ^«) [ induct ] 
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•3 +u = oo3\^ w^ y3{x V +y)\ Df 

•31 — M = aJ3|a urs y3(x V — t/)j Df 

•32 +M = +Ww— W Df 

•* Qfq'eru .0/. q{D/C)q' .=: 5= a/c . 5^= 6/c . 



-a ^"w r^ {Xfy,z)3{a=xz . c=yz :«: b=xz . c=yz) .0. a+d=6 Df 
•il +d/c = OpD/c Df •« -rf/^ = Op (èjc) W 

•5 +rw = a?3|a i^ {y^z)3(oo=i +y/z) Df 

.51 —Fu = a?3Ja i4riy,z)3{co=z -'y/z)\ Df 



I -{~^M ®^ 1a classe des rationnels positifs, qui sont des opérations sur 
es rationnels sans sìgnes. Les classes u, tu, ■i'U^'\-Tus'ejicìuent mutnel- 
lement: aucun tenne de Tane des quatre n*appartient à ancone des trois 
autres. 

§4. 

Lre fini et rinfini. 

4K l'i Cls infln = eia ^ t^j a w^a»(twa? sim u)\ Df 

•il Cls fin = Cls - Ola infln Df 

• J Cls infln = Cls ri y3\xeu .0^. u - w? sim u \ 

[ §2 Prop 3*5 .0: x^yBu .0. v^ tx sim t^ ty vò. Prop ] 

• J i Cls infln = Cls ^ W3 } u^ix simw j 

[ Prop 1*2 . Xèu .9. ti* tx sim u t^l 

a>-ru .9. u-(x = u .9. u-ix simu {SI 

tl| . |2| .0. Prop] 

•Ji Cls fin = Cls ^ t^ \xeu .0^. -(w -mc sim w)| 

[ Prop 1*1*11 .0. Prop ] 

'3 ue Cls infln . oo^u .0. u\jix e Cls infln 

[ Hp . yeu ,0. t^ty sìmu \1\ 

|1| . §2 Prop 3*3 .0. tisim ìpjix .0. Prop ] 

'31 UylX 8 Cls fln . X^U .9. US Cls fln 
[ Prop 1*3 . Transp .a. Prop ] 

•4 iù€ Cls . lA^ u? e Cls infln . ooeu .0. ue Cls infln 

[ u\jix e Cls infin . oc^eu .o. u ^ ix simu |1| 

jli . yeu , §1 Prop 3*51 .0. u sim u^ty .0. Prop ] 

'il US Cls fln . oj-fii* .d: wwWJ e Cls fln 

[ Prop 1*4 . Transp .0. Prop ] 

•5 Ufi Cls . oo'Su .0: we Cls fln .=. uux e Cls fin 

[ Prop 1-31 -41 .3. Prcp ] 

•6 y\e Cls fln 

[ uà Cls.infiu .0. au :9. Prop ] 



*. ? 
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l-6i Elm o Cls fin 

[ ut Elm .Ott. ax3(tt=: ix) : Prop 1-41 

•7 US Cls fin .0. a-w 
4( 2. Seg.o:: 

•i a infin = a(Cls infln) 

•li a fin =a(CIsfin) 



/\B Cls fin :o. Prop ] 



Pp 



Df 
Df 



•i2 fin =:a^ a infln [ Se Nch-1 .o. Prop ] 

•2 a?e afin .=. X+ Uso &n [ Prop 1-5 .o. Prop ] 

'21 a?fi ofin .=. oO'o? + U 

[ Prop 1-22 . §2 Prop 46 .o. Prop ] 

•3 Ra = ?Rel ^ B3\xRy .=. ojfi a fin . i/=;a?+la j Df 

•31 Rj e Ih-I [ §2 Prop 3-52 . Ss Noni .o. Prop ] 

•32 RaOO' [ Prop 2-21 .0. Prop ] 



•33 ^a = a fln 
[ xe D . uSx .0. M* Cls fin 

|1| . Prop 1-7 .0. g-w .o. aè^aj .o» Prop ] 
•34 ^a=ofin-eO<y 
[ xs a fin. uSx . M'Oo .o. gw .o: yfw .o. u^iy Sig x :o. Prop ] 

•35 ofin 8 Cls infin 

[ 7fin = Qg . òTfin - «0 =^ .Q sim^ .o. Prop ] 



IH 






4K 3. Ses-o:: 

•1 se Cls . Oa es . ^a (5 '^ (T fin) os .o. o fin o s Pp 

• i 1 Induct = Prop 3*1 Df 

On peut, si on veut, definir les nombres finis par l'induction complète, 
et prendre comme Pp la definì tion 11. Mais je n'ai pas réussi à déduire 
une de ces P de Tautre. Si l'on définit une classe infinie par la propriété 
de renfermer une partie qui lui est semblable, on ne réussit pas à dé- 
montrer que la partie qu'on obtient en enlevant un seul individu est sem- 
blable à la classe entière, ce qui a des conséquences fatai es pour la théorie 
des nombres finis. Si Ton définit une classe infinie par la propriété de rester 
semblable à elle-mème quand on lui ajoute un terme qui ne luì appartient 
pas, on excluse la classe de tous les individus, puisqu*on ne pent rien 
ajouter à cette classe. Pour ces raisons j'ai adopté la définition 1*1, avcQ 
1^ d^ux Pp 1-7 et 31, 



yì 
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3*1 òTfln e co 

[ Prop 2-3^31-33-34-31 . §3 Prop 11 .o. Prop ] 

•3 ofin = Cls ^ i^ jag ^ 83{u = afin){ Df 

•3i ^fln = a> 

[ Prop 3-2 .0. rfino o) |lt 

He iH-l . u=: e . ^fin = jT. P= RRoR .o. ite cd^ j^l 

§2 Prop 1-54 .0. ttóTfìn t3| |1| . t2| . j3| .o. Prop ] 

On a maintenant prouvé que toute classe semblable aux nombres car- 

dinaoz finis est ane progression, et vice versa. De lÀ on déduit que tous 

les résultats du § 3 s*appliquent aux nombres finis. 

•4 US Cls fin .0. a co^ V3{u o v) 

[ t/=A •^' ^<^ '^' ^^v W 

§2 Prop 3*5 . §3 Prop 1*91 .o: t^Elm . v'em . xev .o. v'^ix uu £« 

.0. a Q)A i;3(wot;) |2| 

tM Cls fin . veto . t/ot? . uSx . y-eu .o. 

iMiy e Cls fin . u^jty S x-|-la . uw(^ o iv<^ |3| 

Prop 3-31 . Prop 235 . Prop 11-3 . §3 Prop 1-91 .o. tv«y sod i4| 

|3j.|4| .o: uè Cls fin . vem . not? . uSo? . j/'-eu .o. 

tAi^f^ fi Cls fin . ìsjtyeo} . w^ty o v^ty . ujty S X'\'la |5| 

|1| : [21 . |5| . Induct :o. Prop ] 

•4i t^ Clefln .0. a oy> v3\uov . a Vf\c3{yeu .=. i/<a7 )} 

Pour la définition de y<x, voir § 3 Prop 3-31. 

[ w=^ . veù> .0: yeu .=. yKfiv |1| 

ufiElm . Prop3'4 .o. a o'^ v?(m£v) }2i 

vem . /uev . §3 Prop 2*11 .o. mv> tx>39 («>m) ea> 

.0. gcDAu'j jwov' . gv' n X3{yeu .^. y<x )| |3| 

vfi» . uè Cls fin . wov . a^>r^x?(y£U .=. y<a:j) . ^-ew .o: : 
V w uea> . usjiz e Cls fin .usjuo ì>jtz .*. xsv lyK,^ '"=" y^^ •'•^* 
a«D n w'a |t«)t;' . v'-u =: tz . acev' : ye imiz .=. y<3c j j^l 

|1|. |2|. |4| .Induct .9. Prop ] 

•42 Cls fin = Cls ^ t^jao) ^ v3 [ uov .^v^a>3 {yeu .=. y<a? )]{ 

On déduit que toute classe finie peut étre bien ordonnée. 

•5 US Cls fin .0. -a Cls ^ v3 (vou . aw*^ . usìmv) 

[ Sfig . vSx . M-vSy .0. mS x-{-y }1| 

§3 Prop 216 .0. x+y 0' x .o. Prop ] 

•51 Cls infln = Cls ^ i^3 {a Cls ^ V3 (??ow . mi^v . usimv ) j 

[ Prop 11: 3-51 . Transp :o. Prop ] 
La P 3-51 donne la définition habituelle de l'infini, de laquelle, ce- 
pendant, il ne parait pas possible de déduire la P TI. 

gt(mipat9 col tipi 4«Uft f ^▼iBt4 41 Ifa^n^atioa > dalla Ti|». <^rl>oii« - Torino. 
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3'6 u^vt CIs fin .0. uuo e CIs fin 

[ t;3u .9. tA^ = u .9. Prop )1! 

ucv .9. Ufw =: V .9. Prop »2! 

3tf*i; . 3t>-u . Ssg . tiSx . t>-uS^ .3. tiwt; Sx-f^ !3! 

|3| . §3 Prop 2.2 .o. Prop !4| 

|1| . |2( . |4t .0. Prop ] 

•61 W6 Cls infin . vsCls .o. u^vs CIs infin 

[ xnt . u£ Cls infin .o. t^sim tb^ix .o. u w t;simu w v-<x .o. Prop } 

•62 u w veCls fin .o. w, veGìa fin 

[ Prop 3.61 . transp .o. Prop ] 

§5 

Les sérìes condensées 

1-1 Rfi Rei . R 0' . R* = R .0. <?hi = Cls « wajw o qJq .\ 

x,yeu .OaT,y: xVy .u. xRy .w. yRa: /. 
Xypeu . a?Ri/ .Oa.,y. aw « ^3(a:R^ . ^Ry ) j Df 

•n * = Cls«w3Jarel«R3(RoO'.R' = R.t^€<?>R )} Df 

Ces P donnent la définition d'une sèrie condensée. Si B est une re- 
lation contenue dans la diversité et égale à son carré, et si u est une 

classe contenue dans la somme logique du domaine de R avec celui de R, 

et si deux u différents ont toujours une des deux relations R,R, et si entre 
deux u dififèrents il y a toujours un troisième u^ alors u est une 4^. La 
classe # est la classe de toutes les sérìes condensées pour toutes les rela- 
tions qui.engendrent de telles sérìes. 

•2 R£ Rei . RoO' . R" = R : 076 ^^ . o^.qx \jtx yQX = Q^:,o. 
•3 Uè Rei . RoO' . R' = R . us^. a w - ^w .o. t^ que Elm 

[ xsu^QU . ysip-ix : xRy .w. yRx :9. xRy .o. yiQU ] 

'A R£Rel.RoO'.R* = R.o. 0^ — ^ 

•5 RfiRel . RoO' . R"=R . Sel-i-1 . oe <Pr .o. ce 0Sbj& 

[ xeo . yVìax .o. ySac (1) 

x'bqx . y'VufX* .0. x'^y' . xRx' .o. acRSy' (2) 

(1) . (2) .3. 2^ RSy' . y'B^a (3) 

y SRS y' . y' SBS y" .». y SRS^RS y" (4) 

Se iH-l . R-=R .0. SRSSlS o §RS (6) 

».1901 4.331 RdM. t.7 10, 




-las- 
sai òTjBln £ co 

[ Prop 2-3'31-33-34-31 . §3 Prop 11 .0. Prop ] 

•3 D^fln = Cls « U3 |as ^^ S3(u = afin)j Df 

•3i ^fln=:tt) 

[ Prop 3-2 .0. rfin w jlt 

Re l-i-l . u=, Q . Tfln = jT. P=: RRaR .0. w o)^ |2| 

§2 Prop 1-54 .0. Mfi fl'fin |3| |1| . |2| . j3t .0. Prop ] 

On a maintenant prouvé que tonte classe semblable aux nombres car- 

dinaoz finis est nne progressi on, et vice versa. De lÀ on dédnit que tous 

les résnltats du § 3 s'appliqnent aux nombres finis. 

•4 UE Cls fin .0. a «k^ v3(u v) 

[ U'z:z/\ .9: VBoì .Ou. Wòv |1| 

§2 Rrop 3*6 . §3 Prop 1*91 .o: t^eElm . v'eo . xbv .o. v'-^tx wu Bm 

.0. a «DA v?(ttot;) |2| 

uè Cls fin . t)eo> . uov . tiSa? . y-eu .0. 

tA^f^ e Cls fin . u^iy S x-{-la . toaty o vu<^ |3| 

Prop 3-31 . Prop 235 . Prop 11-3 . §3 Prop 1-91 .0. ì>jiy eco t4| 

|3|.|4| .o: uè Cls fin . VBm . u:ìv . n^x . ^-eu .o. 

tA^fy e Cls fin . tKfiysca , uuty v^ty . u^iy S cc^-lcr {5| 

|1| : |2| . |5| . Induct :9. Prop ] 

•4i ice Clsfin .0. a a>'^ ^?3|wo^7 . a vt>oc3{yeu .=. y<«? )j 

Pouf la définition de y<x, voir § 3 Prop 3*31. 

[ w=/\ . vetìj .0: yeu .=. y<fiv jlj 

ueElm . Prop3-4 .o. 3 «^ «3(iMev) |2| 

veo» . luet? . §3 Prop 2*11 .o. m wf t^^s? (O'^) ^o^ 

.0. gco^tj's |mou' . gt?' /^ X3(yBU .=. y<x )j |3t 

t?e» . «e Cls fin . uoo . ^vnx3{y£u .=. y<a5) . z^su .d: : 
t? wf ueo . u\jiz e Clsfin .u^ìjo vsjiz .*. xsv xyK^x .•=>. yeu .*.o. 
a«o v'j jvotj' . v'-'V = <s . xew' :ye u^jiz .=. y<x t |4| 

tl|. |2|. t4| . Induct .0. Prop ] 

•42 Cls fin = Cls ^ u3\^(o f> V3 [ uov .^v^x3 iysu .=. y<fl> )]} 

On déduit que tonte classe finie peut étre bien ordonnée. 

•5 tee Cls fin .0. -a Cls « v3 {vou . a?^-i? . usimi?) 

[ Seg . vSx . U'vSy .o. uS 3c+y {1{ 

§3 Prop 216 .0. x+y 0' x .0. Prop ] 

•5i Cls infin = Cls ^ u3 ja Cls <> i?3 (i?dw . a?(-z? . usimi? ) j 

[ Prop 11: 3-51 . Transp :o. Prop 1 
La P 3*51 donne la définition habituelle de Tinfìni, de laquelle, ce- 
pendant, il ne parait pas possible de déduire la P 1*1. 

gtm^p*t9 coi tipi «lel^ « IflTisti^ 4i l^at^n^atioa > dalla Tip. (^xbone - T^r^no^ 
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3*6 UjVE Cls fin .0. Vf^jo £ CIs fin 

[ tn>tt .9. tiut? = u .9. Prop ili 

ttcv .0. xuso = V .9. Prop {2! 

[31 . §3 Prop 2.2 .o. Prop 14} 

IH . |2| . 141 .0. Prop ] 

•61 ice Cls infin . t?eCls .o. u^vs Cls infin 

[ X3U . U6 Cls infin .o. t^sim tb^ix .o. t« u vsimu w v-<as .3. Prop } 

•62 u \j veCÌQ fin .0. w, t?eCls fin 

[ Prop 3.61 . transp .o. Prop ] 

§5 

Les sérìes condensées 

il Ite Rei . R o 0' . R* = R .0. <?>R = Cls « U3\u o qsjq .\ 

x,yeu .Ogo^yi xVy .w. xRy .u. yRx /. 
a?,yci^ . xRy .Ox,y. aw « zsix'Rz . zBy ) j Df 

•n * = Cls^i^jarel«R3(RoO'.R» = R.t^€<pR )} Df 

Ces P donnent la définition d'une sèrie condensée. Si B est une re- 
lation contenue dans la diversité et égale à son carré, et si u est une 

classe contenue dans la somme logique du domaine de R avec celui de R, 

et si deux u différents ont toujours une des deux relations R,R, et si entre 
deuz u différents il y a toujours un troisième u^ alors u est une 4^. La 
classe # est la classe de toutes les sérìes condensées pour toutes les rela- 
tions qui . engendrent de telles sérìes. 

•2 Rfi Rel.RoO' .R' = R: a?e^^ . o^.qodìjlx y^=z qJq: .o. 

Q,Q, Q^Q£ ^R 
•3 R6 Rei . R'oO' . R' = R . ue^. ^U" qu.o.ìi» que Elm 

[ xiu^ffu . ysìp'tx : xRj/ .w. yRx :9. xRy .o. yiQU ] 

•4 Re Rei . RoO' . R» = R .o. 0k = ^ 

•5 RfiRel . RoO' . R*=R . Sal-i-l . ae <Pr .o. as ^RS 

[ xea . yVìifx .d. ySac (1) 

x'tQX . y'VTox* .0. x'Sy' . xRx' .o. xBSy' (2) 

(1) . (2) .0. ^ RSy' . y'B^a (3) 

y SRS y' . y' SRS y" .D. y §RS§RS 2/" (4) 

Se l-fl . R'=R .0. SRSSRS o SRS (6) 

ft.1901 4.331 RdM. t.7 10, 



il 
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(4) . (6) .0. (SRS)» 3 SRS (6) 

y SRS y* .0. a «^ («',«'') » (ySx . xRx'' . x^Sy") (7) 

(7) . R«=R . & 1-frl .0. a © n (ac,x',x*) ? (j^ . xlte* . sc'^c . ìt'Rx" . 

_ ^ x"Sy") (8) 

(8) .0. SRS (SRS)» (9) 

(6) . (9) .0. (SRS)» = SRS (10) 

RoO' . SflH-l .0. SRS oO' (11) 

(3) . (10) . (11) .0. Prop ] 

Cette P donne une méthode par laqnelle on obtient nne nouvelle sèrie 
condensée par corrélation avec une sèrie condensée donnée. Elle pronve 
que tonte classe semblable à une sèrie condensée est elle-méme une sèrie 
condensée par rapport à une certaine relation. On a le théorème plus ge- 
neral: soit P une relation telle que PoO^-P'dP: la classe des sérìes da 
méme type d'ordre que jf est la classe des domaines des relations P' telles 



quMl y a une relation S univoque et réciproque telle que P'=SPSa=0. 
Ce théorème s*applique aux sèries de tonte espèce sans aucune exception. 
J^omets la preuve pour èvìter les longueurs. 

•6 ReBel . RoO' . R^=fi . w€<Pr. P = Bu^u .o. ite0p. u=jisjn 

Pour la Df de R^r»^, voir § 2 Prop 312. 



^ 2. P£ Rei . PdO' . P*=P .u=7isjn.riB^p .o:: 

•i veG\% . voli .0. ^(^it?) = nv 

[ 3iV=L f\ .0. n{:tv) =: /\ .0. jr(;rt7) = nv (1) 

a;rt? .0.-. xiTtv .0. a^^* (scPy) ' (2) 

(2) . P*=P .3. a^^^^ (2cP2 . ^Py) .0. Xè3t(nv) : (3) 
Xi3i{nv) .0. a*''^' t 'Svr^3{xl?2 . zVy) \ 

3- a*'^^ (2cPy) .0. X3XV (4) 
(1) . (3) . (4) .0. Prop ] 

•2 t?eCls . t^OW .0. n(nv) = nV 

•3 pw = Clsnt?^|t?OW . :;rt?==l? .ar,aM-??{ Df 

•4 pu^=i0\è^ty3\vou . ^!? =» . ay . aw-»} Df 

pu correspond à ce que M. Peano appelle la classe des segments [RdM. 

t.6 p.l33, §8, PO]. J*appellerai pu la classe des segments infèrìeurs, p» 
celle des segments supèrieurs. 

•5 ve Cls . vou . a trvi . a lù^nv .o. nv e pu 

[ ^v^H .0. ^Jtv (1) Prop 2-1 .0, Ji{mv) = nv (2) 

(1) • (2) . ^it^ytv .0. Prop-] 
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2'5i vsCls . vou . atrvr . ^umjw .o. Ttoepu 
•6 VjVepu .0: rat?' .u. ??' o t? 

[ i>,t/epti . av'-w .0. au'nu;! .0: acft; .o*. a^'^^y? (ajPy) : (1) 

(1) . v'spu .o: xei? .0». acfiu' :o. t;oy' (2) 

a«>-t-' .0. t7'o i; (3) (2) . (3) .0. Prop ] 

Pour la définition de vjt, voir §1 Prop 1*34. 

•6i v,v's pu .c: rar' .w. v'^V 

•7 t^T??' .=. v,v'epu . vov' . t>«=»' Df 

•Vi Te Rei 

[ §1 Prop 3-82 .3: v,v'Bpii,-=z. VBpiipnr' (1) (o)eRel (2) 

(=) £Rel (3) 

(1) . (2) . (3) . §1 Prop 1-98 . Prop 2-5 .o. {Bpi^pu) n (o) n (-=) «Rei (4) 

(4) .T= (EpuTf^) ^ (3) ^ (-=) .0. Prop ] 

Les P (2) et (3) de cette preuve sont dee Pp, que nous aurìons dù in- 
troduire au § 1, si nous avions voulu faìre une logique complète: (2) af- 
fìrme que rìnclusion d*une classe dans une classe est une relation, et (3) 
affirme que Tégalité des classerà est une relation. 

•72 ToO' . T*oT 
•73 T' = T 

[ vTv' .0. a^'-w •^' a^*^'"*^ •^- a^' ^ (^>y)* {x^y-^v . acO'^/) (1) 

(1) . x?y .0. vTtix . nxTv' (2) (1) . yPa; .0. vHny . nyTv' (3) 

(1) . (2) . (3) .0. Prop 1 

'i^ pu e ^ [ Prop 11.2-71-72-73 .0. Prop ] 

On vient de prouver que la elasse des segments inférieurs est une sèrie 
condensèe par rapport à T. On prouve de méme que la classe des segments 
superi eurs est une sèrie condense^. 

^ 3. ?£ Rei . PoO' . P'=P . it=: Tt^fji : xbu .'ò.jiXyjiXyjTix = a :o:-. 
• I re pu .0. Tr> = pu « x3(xTr) [ rv^t. lopt* .0. Prop ] 
•2. w 8 Cls . IO pu .0. Tw = pu ^ X3\^ w ^ y3{xTy)\ 
•2i wT =pu^ X3\ysw .0^. xTy \ 

Pour la définition de wr^ voir § 1 Prop 1*36. 
•3 tv e Cls . wopu .0. sj^w U 

wB Cls . wà pu . aw . a pu -w . m^^w .0/. 
•4 s/w e pu 

[ xs kjUo .=. a ^^ V3{x€v . rs pu) .=. '^wr\v3\';^v ny3{xPy)\ 
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[ VixW,Z^.VipU.^W^Z8{PBt:x) (1) ZtW .0. t9 t{\J*W) (2) 

(1) . (2) .0. Vi TV) .0. mpu . VI v{s/w) :o. no o r(w*ti7) (3) 

t?« T(w*a;) .0. t?D w* «£? . t? -:= s/w .0. 3 w' ti; -« 

.0. a w A «?(t>Tr) .0. v« vw :o. t(w* w) «r (4) 

(3) . (4) .0. Prop ] 

■ 

Cette P prouve que, si w est une classe de segments d'une sèrie con- 
densée, la classe des segments contenus daus un tenne variable de w est 
la mème que la classe des segnments contenus dans la somme logique de la 
classe des classes w, Quand la classe wu'a pas de maximum, on dMuit que 
la somme logique des tv est la limite supérìeure des w : la classe w a donc 
toujours ou bien un maximum ou bien une limite supérìeure. (Voir les P 
3'6*7*8 qui suivent). La moitié du théorème analogue se démontre pour la 
limite inférìeure et le produit logique dans Prop 3*51. 

•JJi r(«'w) vn 

[ Xèw .0: f>^W ox (1) 

(l).»Tn*ti; .0: xsw,Zx,^x :o. Zèwt .0. Prop ] 
On ne peut pas prouver que t{^^w) ez wt. Ce théorème ne sera yrai 
que quand «o a un minimum; dans le cas contraire, la limite infèrieure 
des w sera n*U7, et appartiendra dans certains cas à la classe 1^, mais 
non pas à la ctasse r{f\^w), 

•6 apw f> X3{tw = roo) [ Prop 35 .0. Prop ] 

•7 X'w = 7 pu ^ 0S3{rw :=: TX) Df 

•8 vspu .0. a Cls f> tia{wo pu . t?= l'w) [ w = rt? ] 

Les P 3*6*8 prouvent que pu est parfaite pour les limites supèrieures, 
mais non pas nécessairement pour les limites inférieures. i'w^ telle qu*on 
vient de la definir, n*est pas toujours une limite, puisqu*elle est le maximum 
sMl y en a un. Les segments qui composent la classe pu se définissent par des 
classes quelconques comprìses dans u. Dans le § prochain nous examine* 
rons les segments et les limites qui s*obtiennent en employant exclusive- 
ment ce que M. G. Cantor appelle des sèries fondamentales [ RdM. V, p. 157 ]. 

§6. 

Les sérìes fondamentales dans une sèrie condensée. 

Les séries fondamentales sont des séries du type co^ dont 
chacune monte ou descend continuellement dans la sèrie con- 
densée qui la contìent. Dans le premier cas (l'i) j 'appelle prò 
gression la sèrie fondamentale; dans le second cas (l"t) je Tap- 
pelle régression. Quant à la sèrie condensée, elle n'est sujette 
à aucune condition exceptó qu'elle soit condensée: je ne décide 
pas, par exemple, si elle est dénombrable ou continue ou ni 
Tua ni Tautre. 
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4|^ 1. Pa Rei . PoO* . P*=P : xe tmz .o. 7ta)sjicosé7ix= 

•1 Q>p = oy^ ?;3{t?ou : BaBeU . x,yev . a?Ry .Oa.,y xPy \ Df 
•2 Q>p = ùy> vb\vou : BaBeU . x^pev . ojRy .o«,y. yPo? j Df 

Si V est nne progression, Relv est la classe des relations géuératrices 
de cette progression (§ 3 Prop 1*12). Dans le cas actuel, on ne doit ap- 
mettre comme relation generatrice quotine relation qui satisfait à la con- 
dition donnée. Une telle relation, si elle existe, est unique. Il ne faat pa& 
confondre o>P et w^, , Voir § 3 Prop 1-11. 

•3 7i(o = X3\ a (opfny3{x=jw)\ Df 

•31 (on =a?3J a (opr>V3{x=Vn)\ Df 

•4 Ttco == cc3\ a 0D^^V73{x=mv)\ Df 

Ui (on =z CC3\ ^ a}pf^3(00=:Vn)\ Df 

Il ne faut pas confondre Ttm avec pu [%b Prop 2'S]:pu est la classe 
de tons les segments inférieurs de u, no» est la classe des segments infé- 
rienrs qui définissent des progressions. Ces denx classes sont identiques 
dans bien des cas, mais je ne connais ancone preuve qu*elles le soient 
toiviours. 

•5 ve cop .0. t?OJit? [ xèv .0. X P seqae .o.Xinv ] 

•51 ve CDp .0. l?0 Jrt? 

'6 ve (op .0. Vn = U^^V 

[ xei^.o. flMt^^Tn; (1) 

xs U'<to .0. -gt? r\ y^xPy) .o. •. yiì) .Oy : yVx .w>. yPx (2) 

yVx .3. xPseq^ .o. scfjrt; (3) 

(2) . (3) .9.*. XBw-'nv .o: y«t7 .oy. yPx:o. Xivx (4) 

(1) . (4) .0. Prop ] 

•61 t?8 a>p .0. r;r = t^-«t? 

•7 ntùTìpu "li ncùOpu ^ 

•8 VyV'e (Op .o: nvOTtv' .\j.7w' OnV [ §6 Prop 2-6 .o. Prop J 

•81 VyV'e tì)p .0: ;«? :?it?' .i^. nv^onv [ §5 Prop 261 .o. Prop 1 

41 2, PsRel . PoO' . P* = P : xejiJn .o^. nx sj ixJtix := 

nyn : u = 7i^ . v^v'etop :o:: 
•1 xev .0^. at?''^(a?Py . yPseqo?) :o. -a t/« v^ 

[ Hp : ksm .o». afe :o. gv' n y?j gt? o X9(xPy . y P seqo:) ! 
R* Bel» . R'fBel«* . §3 Prop 211 . xiv . ysv' , xPy . yPseqx .o. q v, q' t/itop (1; 
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Hp (1) . y'èv' ,x'tQ V . x'Vy' . y' P seqx' .0. y's q' v' (2) 

-^ 
a e' v' '^y^^Cseqx' Fy" .y^F seq seqx') .0: seqy' 1* y" .w. seqy' Py" : 

0. seqy' P seq seqx' (3) 

(2) . (3) .9.'. zev' .Og : ss 7tv .3. seqs e ^v (4) Hp .o. 0«*« ;rt; (5) 

(4) . (&) . Induct .0. «'0 jtv .0. Prop ] 

Paisqae cette démonstration est un pen compliqaée, je la répéterai en 
mots. La P affinne que si deux progressions v^v' sont tels qa*entre deux 
termes consécutifs quelconques de v il se trouve tonjours au moins un terme 
de v\ alors il n'j a aucun terme de v' qui succède à tout terme de v. 
Soit X un terme de v^ et y un terme de v' entre x et seq x. Alors les 

termes de v qui ne précèdent pas x forment une progression ^ v, et les 

termes de v' qui ne précèdent pas y forment une progression ^y v'. Si alors 

x' est un terme quelconque de 9^ v, y' un terme de v' entre x' et seq x', 

on deduit que y' est un terme de ^y v. Or il y a un terme y" de gtf v' 
qui vient entre seq x' et seq seq x*, et un tei terme doit ou bien étre 
seq y' ou bien succèder à seq y '; donc seq y doit precèder seq seq x'. 
Il s*ensuit que, si z est un v' qui précède quelque v, alors seq z est aussi 
un t?' qui précède quelque v. Mais par hypothèse il y a des v* qui précè- 
dent des f ; donc le premier terme de v' doit precèder des v, On déduit par 
induction que tout terme de v' précède des termes de t?, c'est-à-dire qu'aucun 
terme de v' ne succède à tout terme de v, 

2*2 Hp Prop t'ì .0. m? = nv' 

[ X8nv' .0. ^v'ny3(xFy) (1) 

(1) . v'ojtv .o: xsnv' .Ox . xsnv :3. nv'osiv (2) 

OMwv .0. aty>y?(xPy) .0. at;'r\3'? (acPa) .0. xe^rv' :o. ;rtn);rt?' (3) 
(2) . (3) .0. Prop ] 

•3 wsCls . ìjcfdu . av « Z3(u^nz) : xev .o^^. ^w^y3(xPy . yFseqx). 
w^y3{xFy . yPseqo?) £ Elm : ^?7r o «xr /.o. wSwv 

Cette P affirme que si v est une progression dans une sèrie condensée », 
et si w est une classe con tenue dans u et succédant à un certain terme de v, 
et s*ily a un terme de w^ et un seul, entre deux termes consécutifs quel- 
conques de V, et si finalement les termes qui succèdent a tout terme de v sue- 
cèdent aussi à tout terme de t^, alors w est une progression dans u, 

[ Hp . §lPropl-8 .0: xiv .Ooj. a^***! ^ R« 'I 'sc=e« -w f>y3{xFy . yPseqx) =^ 1 

X8V .Odp. Bo; = ìl"^! f>'Rw9\ix:= Qx. wny3{xFy . yPseqx) = ^ | : 
UweRéì o R'jjaR'ò .=. gv n x3(aR«; 6)| . §3Prop216 :o. Rwe l-*-! (1) 
R«Rel« : xsv .Oo?. w «= ivr>y3{xFy . yPseqx) : seqt^^o; = t^^seq» :d. xRwW« .0. 

!£? « Rto Rseqx . seqx R wseqte;a; :o. K7a; Rto R R to seqtt'o; (2) 



Wm Pseqa? . seqx Pseqti^^ .0. w% Psequ^^ {$) 

xev-<Ov .0. tc'o P^ -^^ -(ti'o^) (4) 

(4) . Hp .9. t(;^« (5) 

t»SRWi»r .0: yeto .Oy. at; a cc'*(yP8eqa') (6) 

Hp (6) . §3Prop. 2-11 .0. ttr\aj'?(yPseqa5') «cop 

y«i; . ty>a5'?(j/P8eqx') = t/ . x = «' .0. y = ti;^ (7) 

§1 Prop6-7 . (1) . R' = Ew RR«, .o. R'^Ih-I . ti;© = ìw^q'w (8) 

«£Cls . t&o £^ : X8V . ti^ £« .OjB. seqti;:B bs :o: x(Rto£)9t£^ .9«. seqx(Rioe)jn£; (9) 

(9) . Hp(9) . Induct .0: xev .o*, a?(Rws) 8W (10) 

Hp (9) . (10) . Rw si-»- .o: Wx ew .ow . Wx ss (11) 

a; 
(7) . (8) . (11) .0. Prop ] 

•4 acDp fHi^ivw = y\ . :7r^ = 7tw) [ Prop2-3 .0. Prop ] 

•5 at^ A Z3{nz = Tit?) .0. vn ^ Z3{nz = ;it?) sElm 
[ ;«! = ;»«. j'Pa' .0. 3iz'^ = Jrt> (1) 

;r^ = ;rt? . z'Pz .0. ;i-3''- := ^rv (2) (1) . (2) .0. Prop ] 

•6 ^7)jinS3{7tZ = Jtv) .0. Vv = n?7r f^Z3(nZ = :;rv) Df 

•61 lC?ett>p. ai(;;rA;J3(7r;j=7ri(?) .0. I^l6'=7t/;7r>;2;5(7rjl==7m?) Df 

Vv et l,t£;, telles qu'on vient de les definir, sont de vraies limites, tandis 
bue Vv et >l, v du § précédent étaientoubien des limites oa bien des maxima 
ou des minima. Puisque Vv appartient &. la classe vn^ Vv ne peut pas appar- 
tenir à la classe v. qui da reste n'a pas de maximum, par définition. De méme 
1, w n*appartient pas à la classe t&, qui n'a pas de minimum. Si une opou 
une cop possedè une limite, elle ne peut en avoir qu'une seule; mais elle 

peut n'en avoir point. Dans les classesdériyées,^co,Q};7,a>7r,7C{D au contraire, 
on peut démontrer Texistence des limites, comme nous allons voir. 

^ 3 PaRel . PoO' . ?"=? . u == Tum : xeu .Oj,.7tcosj uxxmx = u :o: : 
'1 a^beu . àPb .0. acDp f> v3(7ivona . nv onb) 

Cette P affirme qu*on peut trouver une prog^ession dont tous les termes 
sont contenus entre deux termes donnés de la sèrie condensée u, 

[ Qcsu . xPb . P* = P .0. '3Uf^9ÌxPy . yPb) (1) 

§ 1 Prop 1-8 R£l-i-l , QOQ , ^Q-Q . v'BWp .0. a l^-lnRo *(po ==^0»» . 

aFìQo • '^0 PW (2) 

§1 Propl-8 . (1) . Hp(2) . xiv' .o: al-i'lf>Raj 9(ff« = tx . àPfgx • fQxPb) .o. 
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al -•• 1 O R teqz9 (q aeqa; = ISeqX .TqxPTq seqs . ÌQm q«P6) (à) 

(2).(9). Indttct .0: sesv'.OjB .al^l^Bo; 9(^0 =:fa? . aPip« .i^« Pi^ieqs . i^MqdPfr) (4^ 

S = Rei AR''j|at;'nflc?(R*' = S« )! . R' = u*S .-.o . 

R'tl.f-l . ^' = t>' . e'simw' . «J* «a . jr^' nb (5) 

(5) . § 8 Prop 1-91 .0. q'bcop (6) (5) . (fi) .0. Prop ] 

Dans la preave qa*on vieni de donner, on prend d*abord une progression 
qnelconque v' dont la relation generatrice est R. On prend un terme qael- 
conque entre a et Ò, et on établlt une relation Ro«? , qui subsiste uniquement 
entre le premier terme de v* et le terme qu'on a pris entre a et 6. Alors on 
prouve par induction que pour tout terme as de v% on peut trouver une re- 
lation Rx qui subsiste seulement entre ac et un seul terme entre a etò, qui 
precèdete seul terme auquel seq x a la relation Rseqx. Alors on prend la 
somme logique R* des relations "Rx pour toutes les valeurs de x pour les- 

■ 

quelles x est un v, et on démontre que le domaine de R* est une progression 
dans u, dont tous les termes se trouvent entre a et ò. Le processus qu*on a 
employé peut se décrire comme « compter sans nombres » . 

3*ii afieu . àPb .0. ^caip f> v3{7zv na . 7iv nb) 

[ § 5 Prop 1-4 . § 6 Prop 31 .0. Prop ] 

[ t?,tj'«tì>p . KìfTnv' . ajÒBmv'-nv . àPb . Prop 3*1 .0. 

a<»pfw*?(3ri;* o na , nv" o w6) .0. atì)Pfw"»(»iyr;rw" . 7tv"1^7tv') .0. Prop ] 
Pour la Df de T, voir § 5 Prop 27 

*2i na>B0 

•3 (one0 

[ Prop 1*6 .d: x^x'scm ,z=z. u-x^ ti-x'sxm (1) (1). Prop 8*2 0« Prop ] 
•31 0)718 

•4 a^v-Ts .0. ^ 7i(o = Tfn . ^' no) E Elm 

[ Xi n-n .0: re cop .Or. oa Jtv i:ì, xb n*wco (1) 

Prop 3'1'2 . xsn .0. g «pn V3(2ce vn) .0. x-Br^nca (2) 

(1) . (2) . § 5 Prop 1-3 .0. Prop ] 

•41 ^7f^ .0. ^* ^a> = :T-cr , ^'jicDcElm 

•5 a^z^^ .0. ^' con = j»-cr . ^* (otieEItsì 

[ xe»-^ .0: W(»p .Ov. aMt7;r :o. a5fi/^*a>:?r (1) 

QCBn , Prop 3'11-31 .0. ao)pnr3(a5e;rt?) .o.x-ef>*»* (2) (1) . (2) .0. Prop ] 

•51 a^-cr' .0, ^^o)7i = 7i*wc . f^^oìTtéEìTa 



'6 TtOTi .0. f^^nco = y\ Oem 8-4 N* (2) .o. Prop ] 

.61 TtOTl .0, f>^7l(0 = /\ 
•7 TtOJt .0. f^'cùTl = /\ 

'lì non .0, o'cojr = /\ 

^ 4 PfiRel . PoO' . P'ssP . it=n^ : ojsm .o^. .xoosMC^nx = w .o:: 
•I afr^ .=. Xyysnco . okm/ .oDm = y Df 

•11 afT^ .=. x,yen(o . ocoy .oo^^zy Df 

•12 ofTj^ .z=z. Xyyecon . xoy . X'^y Df 

•13 ofT^ .=:,Xyye(on.(coy .a>=zy Df 

•2 a?e;reo .0. a «oTi ^Z3(Yz = 0?) 

[ Prop 3-1 .o: ^1,^56^ . y^P^, .Oyl,y2. a^rw o W3(.TyiTiW . mT^wy,) (1) 
(1) . Prop 2-1-3 . vsoìp .x=Z3tv: zsv .o«. Wx Bnù> . jizT^Wx, . Wx T|7r(seq'!): 
w = y3}aw^J5?(yl*a?» ){ .-.o. wb<oiv .Vw = x ] 

Cette P preuve que tout tenne de na> (c*est-à dire, tout seg^ent inférieur 
deu) est la limite supérieure d'une progression de termes de n<ù. Si v est une 
progression dans u^ x un terme variable de v, nv est la limite des segments 
:tx ; mais ce fait ne suffit pas à la démonstration de 4*2, puisqu*on n'a aucune 
raison de croire que 7tx appartient toujours à la classe n<a^ c*est-à-dire que, 
si oc est un t«, X est la limite supérieure d'une progression dans u, 

.21 XB con .0. a cofi ^ Z3(l^ = x) 
Cette P se déduit de Prop 311 comme 4*2 se déduit de 3*1. 

•22 xeno) .0. a<oT,'^^3(l'^=a?) 

•23 xe con .0. a a>fÌ ^ Z3(\^ = x) 
•24 xe nco .0. a oT, ^ Z3(ì!s = x) 
•25 xecon .0. ^toT^ f^ Z3(lz =: x) 
'26 xeno) .0. '3.mT^^ Z3(Yz=:x) 

•27 xe (on .0. actìf^ '^ ^l/ = a?) 

La démonstration des Prop '22 — '27 est semblable à celle de Prop *2. Il 
y a huit autres propositions de la mème forme que nous ne savons pas de- 
montrer, et qui paraissent ne pas étre toujours vraies. TeUeest la proposition 

xe net) .0; aoTi ^ ^3(1,-8^ = X) 

•3 zeoìTi .0. Vz e nco 

[ xiz .0. xTseqas .d. ^uf^3(xTjty . jiyTseqac) (1) 

Prop 2*8 : xsz .0.» Vx suny3{xTjry . :rì/rseqx):v=zW9\^zr<c9(wVvx)\ .'.O' 
vea> p . Vjì :=: nv .0. Prop ] 

.31 ze a)f , .0. IjZe a>n 

•32 ze o>T, .0. r^e ^o 



'33 ze Q>f, .0. VzB am 

'34 ze a>T, .0. VzE 7ia> 

•35 -3^£ coT, .0. l^-S'e ct>Ji 

•36 ^£ coT, .0. l'-3^8 wo) 

'37 ze (oT^ .0. 1/8 a):7r 
lei aussi il y a huit autres propositions de forme semblable qui ne pa- 
raissent pas ètre toujoars vraies. Telle est la proposition. 

ze o>Ti .0. l'ze TZQ) 

Note au§6. — On peut maintenant résnmer les principaux résnltats du §6. 

Une sène condensée (une ^) est une sèrie qui a un terme entre denz 
quelconques de ses termes. Une telle sèrie se dèfinit par une relation transi- 
tive P, qui implique la diversité, et qui est telle que P*:=P. Si xP^, on peut 
dire que x précède y, SMl y a des termes en dehors de la sèrie considérèe qui 

ont la relation P ou P avec d*autres termes, on peut toujours trouver nne 
autre relation, equivalente à P dans la sèrie considérèe, et telle que tous les 
termes qui subissent cette relation ou sa converse appartiennent à la sèrie 
considérèe (§5 Prop 1-6). Par consèquent il est plus simple, et non moins 
general, de prendre comme type de sèrie condensée le domaine compiei 
d'une relation convenable et de sa converse. 

Soit u une telle sèrie, P sa relation generatrice. Une progression dans u 
est une sèrie du type a>, contenue dans u, et telle qu'on a toujours x Pseq x, 
si X est un terme de la progression. Nous appelons a>p la gelasse des progres- 
sions dans u. De méme, op'estla classe desrègressions,c'est-à-dire dessèries 

de type o>, pour lesquelles xP seq x. On peut construire une top et une top , 
dont tout terme se trouve entre deux termes donnés quelconques de u. 
Tonte classe v contenue dans u dèfinit quatre classes dans u : 

(1) jiv^ qui contient tous les termes tels qu-il y aunv qui succède à eux; 

(2) ytv^ qui contient tous les termes tels qu'il y a un t; qui les précède ; 

(3) V3t^ qui contient tous les termes qui précèdent tout terme de v ; 

(4) t»r, qui contient tous les termes qui succèdent à tout terme de v. 

Si V est une progression, (1) et (4) sont seules importantes ; pour une ré- 
gression, (2) et (3) sont seules importantes. Si v est une progression, tout 
terme de u appartient à (1) ou (4), et (1) n'a pas de demier terme ; mais on 
ne peut savoir (dans le cas general) si (4) a un premier terme ou non. On a des 
remarques semblables si v est une règression. 

On avance maintenant à la thèorle des segments, qui constitne une gè- 
nèralisation de la thèorle des nombres rèels. On a quatre classes de segments : 

(1) La classe ;r<u, qui est formèe de toutes les classes nv, oùt; est une od p 
quelconqile: 

(2) la classe ^rco, qui est formèe de toutes les classes^^rv, où v est une «p 
quelconque ; 



(3) La classe cojt, qai est fonnée de toutes les classest^, où v est tuie eop 
quelconque ; 

(4) La classe cojr, qui est formée de tontesles classes vn^ où v est une q>p 
quelconque. 

Chacune de ces quatre classe est une 4^, donc la relation generatrice se 

derive de l'inclusion logique. Tout terme de cm est le produit de u et de la 

négation du terme correspondant de naa ; et de méme pòur nco et con, Les 
classes nco et (on peuvent avoir des termos communs ; par exemple, si u est 
la classe des nombres rationels, et v est une progression dans u qui n'a pas 
de limite rationelle, v* une régression qui determino la memo section (dans 
le sens de Dedekind). Si u est une sèrie qui satisfait au postulat de conti- 
uuité de Dedekind, n(tì est (on n'ont [pas de jtermes communs ; car alors il y 
aura un demier terme dans tonte classe qui appartient à la classe coTtj et dans 
aucune classe de no). 

Dans chacune des quatre classes ^co, Jico, coti, ojt, onpeutconstruireune 
progression ou une régression, qui aura toujours une limite appartenant à 
une des quatre classes, mais pas toujours à la classe qui contient la dite pro-^ 
gressìon ou régression. De plus, tout terme de chacune des quatre classes est 
la limite de certaines progressìons, ou bien de certaines régressions, mais 
non pas nécessairement (à ce qu'il parait) de toutes les dcux ; et les termos 
des dites progressions ou régressions n*ont pasbesoin d'appartenir à la méme 
classe que le terme qui est leur lìmite. Ces résultats sont en définitif les suivants: 

Tout terme de nco est lalim. d'une pr. dans nco et d'une pr. dans con 

» 7l(0 » » nCO » (07t 

» con > régr. » no) » con 

» (jun » > » 7T(o » (on 

Tonte progression dans nco ou dans wn a une limite dans nco 






régression 
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nco 
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(on 
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nco 
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nco 
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con 
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(on 



» » » n(o » con » » con 

Dono : 

n(o est identique à la classe des limites de progr. dans nco ou con 
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Nous n'avons pas réussi à prouver qu 'aucune des quatre classes est une 
sèrie complètement parfaite; mais chacune d'eUes est parfaite ou bien èk 
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droite ou bien à gauche, c'est-à<dire oti bien pour Fes ré'gressions, ou bien 

ponr les progressions. La somme logique de n<o et cujr, ou de mo et co^, est 
une sèrie parfkite ; mais cette sèrie ne sera en general pas condensée. 'Car 
s*il existe dans u une progression v et une régression v' ayant la méme limite 
dans u (ce qu'on sait étre possible), alors nv et v*^ seront consécutifs dans 
la sèrie nco w (O^iy car v'n ne contiendra qu*un seul terme qui n'apparti^nt 
pas à nv, savoir la limite commune. Donc jro» w owr n*est pas en general 
uno sèrie continue. 

Nous n*ayons pas rèussi à prouver qu*aucune progression ou régression 
dans u alt une limite, quoique nous ne connaissions pas d*exemple d*une 
sèrie condensée dont aucun terme n*est un èlèment principale (dans le lan- 
gage de M. G. Cantor). Nous ne savons non plus prouver qu*il y a des tannes 
de 7i(o qui sont des limites de régression, etc. 

On sait d'après M. G. Cantor comment prouver tous ces théoremes si u 
est une sèrie dènombrable [RdM. V,pp. 129-162]. Nous ne dèveloppons pas 
ce sujet, puisqu*il n*a ètè traitè à fond par M. Cantor. Dans le § 6 nous avons 
seulement voulu dèduire les rèsultats qui sont valables pour tonte sèrie con- 
densée, sans introduire d'autres conditions. 

BERTRAND RUSSELL. 



Recensione. 

L. CouTURAT — La logique de Leibniz d'aprés de documents 
inéditsy Paris Alcan 1901. 

Che Tesami dei manoscritti di Leibniz, a distauza di un paio di secoli 
dalla sua morte, abbia potuto ancora dar materia al rintracciamento di 
frammenti o di opere, paragonabili per valore e interesse a quelle che di 
quel gran pensatore erano finora pervenute a cognizione del pubblico, è 
un fatto che può sembrar strano e poco credibile a chi non ponga mente 
al genere delle questioni alle quali quei frammenti si riferiscono. 

Tali questioni appartengono infatti ad un campo di ricerche il cui ac- 
cesso richiede, come condizione indispensabile, il possesso simultaneo di 
cognizioni e attitudini intellettuali che, riunite eccezionalmente ed emi- 
nentemente in Leibniz, vennero poi in certo modo a essere ripartite fra 
le due classi, ben distinte e quasi antagonistiche, dei suoi eredi intellet- 
tuali, cioè, da una parte i matematici e dall'altra i cultori degli studi 
filosofici. 

Ciò rende anche, nello stesso tempo, ragione di un altro fatto notevole, 
messo chiaramente in luce dal presente volume del Couturat, che, cioè, per- 
fino negli scritti del Leibniz, già da tempo pubblicati, le parti che toc- 
cano più davvicino gli argomenti a cui abbiamo sopra alluso, cioè in 
particolare i vari metodi di rappresentazione simbolica dei ragionamenti 
deduttivi e il concetto generale di un algoritmo operatorio (calculus ratio' 
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cinator), sembrano non aver quasi richiamato sopra di so alcuna attenzione 
ed essere giacinto non meno neglette o ignorate di quelle altre parti, ad 
esse affini, che gli editori delle opere di Leibniz non avevano finora neppur 
stimate degne della pubblicazione. 

Eppure, come ha ragione di notare il Couturat, è precisamente alle 
ricerche e alle considerazioni in esse esposte che è necessario far capo per 
rendersi conto della origine prima e delle intime sorgenti da cui deriva- 
rono, per espressa testimonianza del Leibniz stesso, tanto le sue idee filo- 
sofiche più originali quanto le sue scoperte nel campo della matematica. 
SI le une che le altre sono da lui infatti insistentemente presentate come 
delle semplici « applicazioni » di quelle sue speculazioni generali sulla 
logica deduttiva e sull'arte di scoprire (Combinatoria characteristica et ars 
inveniendi) alle quali egli non ha mai cessato dì attendere in ogni fase 
della sua vita intellettuale, e delle quali le traccio ci sono rimaste in quella 
serie di frammenti e di tentativi che, già segnalati su questa Rivista dal 
Vacca, sono ora per la prima volta dal Couturat presi in considerazione nel 
loro insieme, e analizzati e comparati in rapporto al concetto fondamentale 
di cui rappresentano lo svolgimento. 

Tale concetto è quello della possibilità di estendere al di fuori del 
campo dell'algebra, e della matematica in generale, quei processi di de- 
duzione automatica che, basati su un'analisi rigorosa delle idee fonda- 
mentali e sull'uso di opportune notazioni ideografiche, si sono ivi dimo- 
strati tanto fecondi ed efficaci come mezzi di accertamento e di indagine. 

E ai suoi primi studi sulla logica scolastica e al fascino che, come 
e^li stesso ci informa, questi esercitarono su di lui fin dai suoi anni più 
giovanili, che occorre risalire per trovare il primo germe delle sue medi- 
tazioni su questo soggetto. (Mihi adhuc puero necdum nisi vulgaris logicae 
placita noscenti, expertique matheseos nescioquo instinctu subnata cognitio 
est posse excogitari aliquam analysin notionum unde combinatione quadam 
exsurgere veritatea et^ quasi numeris^ aestimari possini. Elem. Rationis) Cou- 
turat, pag. 34. 

Nello scritto De Arte combinatoria, da lui pubblicato mentre non era 
ancora ventenne (1666), e il cui titolo sembra accennare a un'ulteriore in- 
fluenza esercitata su lui dagli scritti di Raimondo Lullo, questo germe 
è già sviluppato al punto da indurlo a un tentativo sistematico di rappre- 
sentazione simbolica dei concetti della geometria elementare mediante ri- 
duzione di essi a un certo numero (precisamente ventisette) di nozioni 
primordiali (notiones primitivae) che egli designa con numeri progressivi. 
Da queste coll'uso di pochi altri segni, indicanti le varie specie di relazioni 
e di « combinazioni » che tra essi si possono stabilire, egli costruisce le 
definizioni di tutti gli altri. Tali definizioni sono da lui distribuite in varie 
classi, in ciascuna delle quali sono successivamente combinati i concetti le 
cui definizioni figurano nelle classi precedenti. 

Non è senza importanza notare a questo riguardo c«me egli insista 
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continuamente suiranalogia che questo processo di decomposizione e suc- 
cessiva ricomposizione di concetti presenta con quelli aritmetici di decom- 
posizione d*un numero nei suoi fattori primi, e di successiva ricostruzione 
dei suoi divisori per mezzo di prodotti parziali fra questi. 

La dimostrazione d'una proposizione generale: « Ogni A è B»^ è con- 
cepita da Leibniz come consistente nel porre in chiaro, per mezzo di una 
sufficiente analisi del significato dei suoi termini, che l'insieme delle prò* 
prietà che, prese insieme {simiU sumptae) costituiscono la nozione B, fu 
parte dell'insieme delle proprietà che costituiscono la nozione A. 

Prendendo le mosse da questo concetto, egli si propone anzitutto dì 
determinare, dato un numero limitato di e nozioni primitive » , quale sarà 
il numero nelle proposizioni « dimostrabili » che si possono costruire, as- 
sumendo come soggetto (o come predicato) una determinata nozione < com- 
plessa » (costituita cioè da un determinato gruppo delle nozioni primitive 
date). 

Per quanto riguarda le proposizioni generali afiférmative, la prima 
delle suddette questioni è da lui risolta seguendo un procedimento analogo 
a quello che conduce a determinare il numero dei divisori d'un dato nu- 
mero (che sia prodotto da numeri primi tutti diversi fra loro) ; la seconda, 
quella cioè di determinare il numero delle proposizioni di dato predicato, 
è parimenti ridotta a quella di determinare, quando sia data una classe 
finita di numeri primi, quanti sono i multipli d'un numero dato (eguale al 
prodotto d'un certo numero di essi) che si possono ottenere moltiplicandolo 
per l'uno o l'altro dei prodotti risultanti dalle diverse combinazioni (senza 
ripetizioni) di quelli, tra i numeri primi dati, che non figurano tra i suoi 
fattori. 

Per quanto riguarda le proposizioni particolari affermative di dato sog- 
getto Leibniz si limita ad osservare che, poiché la proposizione < (gualche 
A è B » non può, in conformità alle note regole di conversione e di sub- 
alternazione della logica scolastica, esser dedotta se non dall'una o dal- 
l'altra delle proposizioni generali affermative che hanno A per soggetto e 
B per predicato oppure B per soggetto ed A per predicato, il numero di 
quelle tra esse che sono '^ dimostrabili „ sarà dato dalla somma dei due 
numeri sopra calcolati, rispettivamente, per le proposizioni generali di dato 
soggetto e per le proposizioni generali di dato predicato. 

Dopo aver cosi calcolato il numero delle proposizioni affermative ^^ di- 
mostrabili ,, che si possono costruire colla combinazione d'un dato numero 
di nozioni " primitive ,,, Leibniz, proseguendo in queste sue ricerche di 
*'*' logica enumerati va ,, , si propone di determinare anche il numero delle 
diverse dimostrazioni che di ciascuna di esse è possibile trovare e, In parti- 
colare, data una proposizione universale affermativa *' dimostrabile „ *^ Ogni 
A è B „ , quanti sono i sillogismi che si possono costruire (sempre nell'ipo- 
tesi di un numero limitato di nozioni primitive) aventi per condusioìie la 
detta proposizione. Tale numero, corrispondendo a quello delle nozioni 
complesse che in tali sillogismi possono fungere da ^* termine medio ,, .è 
da. lui c^^lcolato detennipando, nel modo già visto ^opra, il numero delle 
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noaionì ^^ complesse „ atte a figurare neUo stesso tempo come predicati di 
proposizioni generali affermative aventi A per soggetto, e come soggetti 
di proposizioni generali affermative aventi B per predicato. E analoghe 
considerazioni, sebbene alquanto più oscure e complicate, sono da lui pure 
applicate al caso dei sillogismi aventi per conclusione una data proposi- 
zione generale negativa. 

Giova notare, prima di passare all'esame degli altri scritti logici di 
Leibniz posteriori al ^^ De arte combinatoria „ , come egli, pur qualificando 
questo suo primo lavoro come un " essay d'escolier ,,, aggiunge-, " mais 
le fond est bon etfay basti la-dessus „. 

In una serie di saggi portanti la data del 1679, troviamo infatti Leibniz 
occupato a costruire, sulla base deir analogia sopraindicata tra l'analisi dei 
concetti e la decomposizione dei numeri nei loro fattori, e coli 'ulteriore 
impiego del segno di negazione, un sistema coerente di notazioni simbo- 
liche atto a rappresentare, non solo le varie specie di proposizioni, ma anche 
le trasformazioni e le operazioni deduttive che su essa si possono effettuare. 

Egli osserva anzitutto come, dato un sistema di '^ nozioni primitive „ 
a, 6, e..., basta far corrispondere ordinatamente ad esse dei numeri primi 
per es. 2,8, 5, 7, etc. per poter indicare, senza alcun pericolo d'equivoci, 
og^i nozione ^^ complessa ,, , derivante da qualsiasi loro combinazione, me- 
diante il numero corrispondente al prodotto dei niuneri primi designanti le 
nozioni primitive dalle quali tale nozione complessa è costituita. 

Co£l per es. se con 2 e 3 si indicano rispettivamente i concetti ^^ ani- 
male ,, e ** ragionevole „, il numero 6 indicherà '^ animale ragionevole ,,. 

Se nella definizione della nozione complessa che si tratta di rappre- 
sentare simbolicamente, entrano, oltre ad alcune delle nozioni date anche 
le negazioni di alcune di esse, egli conviene di rappresentarla con duo 
numeri, uno dei quali sia il prodotto dei numeri primi corrispondenti alle 
nozioni ^^ positive „ e l'altro il prodotto di quelli che corrispondono alle no- 
zioni negative, e di distinguere tali due prodotti l'uno dall'altro prefig- 
gendo al secondo il segno — di negazione. 

Co£l per es. , avendo 2 e 3 i significati sopra indicati, se indichiamo 
con 5 e 7 rispettivamente i concetti: " europeo „, " ricco ,,, l'espressione 
simbolica : (6,-35) 

esprimerÀ il concetto: ^^ animale ragionevole, non ricco, non europeo ,,. 

Dati due numeri qualunque n, 7i' (che siano prodotti di fattori primi 
appartenenti all' ^^ alfabeto „ introdotto per notare le nozioni primitive poste 
a base d'una data trattazione) si potrà constatare subito se la nozione cor-- 
rispondente al simbolo : (n, — n') sia ^^ possibile ,, (cioè non contradittorio i 
verificando se i due numeri n, n' sono primi tra loro (poiché in caso con- 
trario la nozione in questione conterrebbe un fattore della forma a — a). 

Per verificare poi se la nozione {n^—n') possa figurare come soggetto 
in una proposizione universale affermativa, avente per predicato un'altra 



data nozione (iti,— m'), basterà, in conformità a ciò che abbiamo visto in- 
dietro, verificare se n è divisibile per m e inoltre anche n' per m\ 

Condizione invece perchè si verifichi la proposizione generale negativa 
avente per soggetto {riy^n') e per predicato (m,— m'), è che i due nam^ri 
9» ed m', oppure gli altri due n' ed m abbiano un fattore comune. 

Le corrispondenti regole perle proposizioni particolari, sono da Leibniz 
ridotte a quelle sopra enunciate per le proposizioni generali, osservando 
che le proposizioni particolari, affermative e negative, equivalgono rispet- 
tivamente alla negazione delle corrispondenti proposizioni generali nega- 
tive affermative. 

Dal fatto che i numeri m, n ; m' n' entrano simmetricamente nell'enun- 
ciato delle condizioni di validità sopradette, relative alle proposizioni ge- 
nerali negative e particolari affermative, Leibniz deduce immediatamente 
la nota regola scolastica della '*• conversio simplex „ e con analoghe con- 
siderazioni cerca di dimostrare quelle relative alla ^^ conversione per con- 
trapposizione „ (Formul. a. 1901 2*4), alla ^^ conversione parziale „ non 
che quelle relative alla validità dei sillogismi delle varie figure. Ma le dif- 
ficoltà e le complicazioni contro cui vennero ad urtare i suoi tentativi di 
estendere questo metodo di dimostrazione a tutte le norme della logica sco- 
lastica sembrano averlo indotto a rinunziare a ogni ulteriore elaborazione di 
tale simbolismo logico-aritmetico. 

La sola traccia importante che queste due prime idee relative all'ana- 
logia tra Tanalisi dei concetti e la decomposizione dei numeri in fattori, 
abbiano lasciato nei suoi scritti posteriori è rappresentata dalle convinzione, 
da lui non mai abbandonata anche in seguito, di una distinzione ^^ asso- 
luta „ tra nozioni ^^ primitive „ e nozioni ^^ derivate „, distinzione che, 
come quella tra numeri primi (^^ primitivi ,,) e numeri non primi, egli ri- 
guardava come affatto indipendente da qualunque considerazione relativa 
all'ordine e alla forma delle singole trattazioni. (Cfir. Farmulaire 1901, p. 7). 

Un'altra osservazione, da non omettere a questo proposito è quella 
della perfetta coincidenza tra la corrispondenza stabilita da Leibniz tra la 
proposizione : a estone l'altra : a è divisibile per b, e la corrispondenza indi- 
cata nel Formulario (a. 1901 p. 23) tra le due proposizioni ; 

X 8 Cls . a 3 & 
xeìi , Aestun diviseur de b. 

Poiché, infatti, Leibniz designa, con a, 6, non le clcissi^ ma le wndiekni 
da cui le classi sono determinate (1), la proposizione a esth significa, per 
lui, non l'inclusione di una classe a in un'altra 6, ma invece, come già 
accennammo, l'inclusione dell'insieme di condizioni che definiscono la classe 
h nell'insieme di condizioni che definiscono la classe a; la qual cosa, appli- 
cando a tali insiemi o classi di condizioni, le notazioni del Formulario (Cfr. 
ed. 1901 p. 5), si esprimerebbe scrivendo : 63« (2). 



(1) « D« ideìi loquimar non i)« individaii ». 

it) « A ««t B Uem tttt 9f«#d A toMinH B » (Cfr, Ceutarat p. 345). 
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Un'analoga considerazione spiega come, per Leibniz, al minimo commi 
multiplo di due numeri , venga a corrispondere, non la somma logica di due 
classi, ma la classe formata dagli individui godenti della somma logica deUe 
condizioni a e b, cioè il prodotto logico delle due classi definite rispettiva- 
mente dalle condizioni aeb, 

* ♦ 
Una fase ulteriore delle speculazioni di Leibniz sulla logica è rappre- 
sentata dai due scrìtti ^^ Specimen ccUculi universalis ^, e^' Ad specimen cai- 
culi universalis addenda ,, , che, nelle edizioni di Erdmann e di Gerhardt, fli- 

rono pubblicati solo in parte. 

In essi Leibniz comincia ad enunciare un certo numero di assiomi lo- 
gici {propositùmes per se verae)^ tra i quali, oltre quelli che si riferiscono 
alla proprietà commutativa dell'operazione logica fondamentale da lui con- 
siderata, cioè del prodotto di due classi, (o della somma delle condizioni 
che le definiscono), figurano il principio d'identità (a est a) e l'altro : ab 
est a, (V, Formul. 1901 § 1, 5-3 e § 2, 1-3). 

Da questi, coll'aggiunta del principio del sillogismo (*' Si a est 6, et b 
est e, a est e „), egli deduce una serie di altre proposizioni esprimenti le note 
proprietà dell'operazione logica suddetta, e, in primo luogo, quelle relative 
alla ^' composizione ,, e ^^ decomposizione „ dal predicato d'una proposizione 
universale, cioè: 

*^ Si a est b et a est e, a est bc ,, 

^^ Si a est bc, a est b et a est e „ 

A questi due enunciati egli fa seguire l'osservazione che, per quanto 
riguarda invece il soggetto, è lecita la ^^ composizione („ si a est e, et b est e, 
ab est e ,,), ma non la ^^ decomposizione ,, , non potendosi da oò est e de- 
durre a est e, né b est e. 

Dimostra, in seguito, la proposizione: 

** Siaestb,acestbc „ (Formul. 1901 § 1, 5*5, § 2, 1-6) 

deducendone, nel modo pure indicato nel Formulario (§ 1, 5-6), il ^' praeda- 

rum tkeorema,,: 

" Si a est b et e est d, oc est bd ,,. 

Alla domanda se, reciprocamente, dalla proposizione: oc est bc, si possa 
dedurre l'altra: a est ò, egli risponde che condizione necessoria è sufficiente 
perchè tale deduzione sia lecita è che ò e e non abbiaiLO elementi comuni 
(non sint intercommunicantia) col che egli intende significare che le due 
nozioni ber, decomposte l'una e l'altra nelle ^^ nozioni elementari „ che le 
costituiscono, non abbiano alcuna *'*' nozione elementare „ in comune. Per 
esprimere una tale relazione di non-intercommunicatio tra due classi di con- 
dizioni b, e, Leibniz non ha a disposizione alcun simbolo. L'indicarla, come 

fa il Couturat, scrivendo 

bc = o 

è certamente lecito purché però si avverta che il prodotto bc, in questa 
formola, rappresenta un'operazione affatto diversa da quella indicata da 
Leibniz scrivendo ac o ab (per es. nella proposizione ab est oc). Con ab in- 
fatti Leibniz come vedemmo rappresenta l'insieme delle condizioni che co< 
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stituiscono la nozione a e la nozione h (cioè la somma logica di tali con- 
dizioni, somma logica alla quale corrisponde il prodotto logico delle classi 
corrispondenti); il he invece che figura nella formola sopradetta, vuol in- 
dicare il prodotto logico dalle classi di condizioni designate con 6 e e. 

Ne segue che, se si adotta la suddetta convenzione del Couturat (ed 
è necessario adottarla se si vuol tradurre in simboli il teorema enunciato 
da Leibniz) la proposizione in questione, enunciata coi simboli del Formu- 
lario, dà luogo alla seguente formola: 

a,b,c6 Cls. bue 3 ^«^ • ^c^A O ^D» 
la quale esprime una proposizione vera e non soggetta ad alcuna delle 
critiche che il Couturat muove all'enunciato di Leibniz (a p. 341, Nota 4). 

Come documento delle varietà di significati attribuiti da Leibniz ai 
simboli di cui fa uso è notevole un frammento (inedito) portante la data 
del 1684, è nel quale Tespressione x est abc è assunta per indicare ciò che 
ora si chiamerebbe la somma logica delle proposizioni : x est a, x est b, x 
est e. 

Tra le proprietà deiroperazione co^ definita, che ivi sono prese in con- 
siderazione, figura in primo luogo la seguente: ^* Six est abode et y est cefg 
xest e „ colla quale Leibniz intende rappresentare in simboli il procedi- 
mento seguito dai geometri per determinare un punto come intersezione di 
due o più suoi luoghi, o anche dagli indovini per trovare un oggetto date 
due più classi di oggetti a cui esso contemporaneamente appartenga. 
(Couturat p. 344). 

Nel saggio di poco posteriore (1686) portante il titolo '' Generales in- 
quisitiones d^ analysi notionum et veritatum „ l'espressione a est bc torna 
ad assumere il significato che aveva, còme vedemmo, nello ** Specimen col- 
culi universalis ,,, e ad essere definita come equivalente al sussistere si- 
multaneo delle due proposizioni a est b, a est e. Gii assiomi posti a base delia- 
trattazione nello Specimen^ vengono rienunciati con qualche modificazione 
ed aggiunta (tra cui quella relativa alla proprietà della negazione : non 
non A=iA.). 

Ciò che caratterizza questo saggio è la tendenza ad esprimere le rela- 
zioni di '^ inclusione „ mediante ciucile di *' uguaglianza „, Cosi la propo- 
sizione Aest B viene espressa colla formola: A=BX la quale indica che, 
per ottenere l'insieme delle condizioni che definiscono la classe A, occorre 
assumere, oltre alle condizioni che definiscono la classe B, anche un certo 
numero di ulteriori condizioni il cui insieme è designato dalla lettera X. 
(Cfr. Formul. §a 14). 

Dalla formola A=:BX egli deduce l'altra A=AB, moltiplicando la prima 
per B e sostituendo nell'espressione cosi ottenuta (cioè in AB=BX, a BX, 
il suo valore A). 
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Basandosi sulle quali premesse, egli dimostra fi principio del sillo- 
gismo : Si A=zAB et BzsBC, Az=.ÀC. (Sostituendo nella prima di dette ugua- 
glianze il valore di B, dato dalla seconda, ottiene prima A^ABC, e da 
questa, sostituendo in essa ad AB il suo valore A, dato dalla prima, ri- 
cava : A=AC. Non enuncia però la proprietà associativa di cui qui fa uso 
implicitamente). 

L'applicazione dì questo stesso metodo di rappresentazione alle propo- 
sizioni particolari fu da Leibniz tentato in diverse riprese e in vari modi, i 
quali si possono ridurre a. due tipi: quelli cioè consistenti nel far precedere 
anche il soggetto da un segno di ^^ classe indeterminata ,, (come fecero più 
tardi anche Boole e Jevons) e quelli basati invece sulla considerazione^ a 
cui Leibniz, come vedemmo, era già ricorso in una precedente occasione, 
che le proposizioni particolari, affermative o negative, equivalgono rispet- 
tivamente alle corrispondenti proposizioni universali negative o affermative. 
In questo secondo caso egli rappresenta le proposizioni: QucUcìèe A è 
B, Qualche A non è 5, non solo colle formole: 

A non = X non B A non = XB, 

ma anche colle altre assai più convenienti : 

AB est res A non B est res, 

dimostrando poi l'equivalenza delle espressioni : 

AB non est res A non B iion est res 

con quelle da lui prima adottate 

A=A non B A=AB 

per le proposizioni generali. 

Il fatto però che con questo sistema di notazione veniva a essere pre- 
giudicata la questione del significato *^ esistenziale „ delle proposizioni ge- 
nerali, questione da cui dipendeva Taltra delie legittimità delle regole della 
logica scolastica relative alla '^ conversione ,, e alla ^^ subai temazione „ , 
sembra esser stato d'ostacolo a che Leibniz traesse tutto il partito possibile 
da queste sue idee di cui Tulteriore sviluppo della logica matematica mise 
più tardi in luce l'importanza. 

* 
* * 

Lo stesso si può dire anche d'un'altra idea contenuta in questo stesso 
opuscolo (Generales inquisitiones etc.) quella cioè dell'analogia tra le re- 
lazioni di d^edttcibUità, o di equivalenza di proposizioni, e le relazioni di inclu- 
sione o di coincideusa di classi, idea che sembra essere stata suggerita a 
Leibniz dal '^ parallelismo ,, (già notato da Pascal) tra i processi d'analisi e 
definizione ^qWq nozioni e i processi di dimostrazione^ di riduzione delle 
proposizioni le une alle altre. 

Allo stesso modo, egli osserva, come la proposizione '' A osi B ,, signi- 
fica che le condizioni richieste per l'applicazione del nome A, implicano, 
contengono, le condizioni indicate dal home B, cosi la proposizione: 

''Si A est B, CestD,, 
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esprime che Tafferm azione (1) A est B, contiene^ o implica come conse- 
guenssa, la proposizione ^^ C est D „ ; per modo che essa può essere indi- 
cata con: 

(il cantinet B) continet {C continet D) 
o anche : (il est B) est (C est D). 

La perfetta conformità tra le proprietà della copula ^^ est „ (o '^ con- 
tinet „)i i^^ì d^® <^^^ ^1 ^^ Leihniz, riconosciuta ed enunciata in modo 
non meno chiaro ed esplicito di quanto avvenne più tardi per parte di 
Peano (1888) e SchrSder (1891): 

Per A aiU B inteUigo vel terminum vél enundatiofiem. (Couturat p.355). 
E notevole a questo riguardo l'analisi che egli fa del senso delle con- 
giunzioni '^ sebbene „ , '^ tuttavia „ (etsi, tamen) le quali servono a negare 
che le due proposizioni, tra cui figurano, siano deducibili Tuna dall'altra, 
cioè ad esprìmere, per le proposizioni, il sussistere di quelle relazioni che, 
nel caso delle classi, sono espresse dalle proposizioni particolari (2). 

Con frasi poco differenti da quelle usate poi da Boole egli afferma che 
^' verttates absolutae (cioè categoriche) et hypotheiicae easdem hatmvt leges et 
iisdem generalQms theoremaiibus continentur „ , ed interpreta la proposi- 
zione A est B come perfettamente equivalente alla seguente: 

'' Si Li est A, h est B quelque soU L ,.. 
(Couturat pag. 355, nota 6, Formul. 1901 §1, 4*3. 

Posteriore a quelli finora esaminati è ritenuto dal Couturat lo scrìtto : 
Non indegans specimen demonstrandi in abstractis. Anche in questo Leibniz 
dopo aver definito la relazione di " identità „ (1), cerca di ridurre ad essa 
tutte le altre relazioni della logica e in particolare quella di *' inclusione,, 
che egli definisce nel seguente modo: 

** Si plura simìU sumpta coincidant uni, plurium quodlibet dicitur 
inesse vel contineri in uno isto. Ipsum autem unum dicitur continens ,, 
(Couturat pag. 365). 

n che è anche da lui espresso in simboli dicendo che ** A inest B „ 
equivale a: '* BzsA+X. 

E importante notare come la dipendenza che Leibniz viene così a sta- 
bilire tra il senso che egli attribuisce al segno -|- e quello che attribuisce 
alla copula inest ^ fa si che, per lui, anche il primo sia suscettibile di rap- 
presentare due operazioni logiche diverse a seconda che la parola inest che 
figura nella sua definizione è interpretata come esprimente Tinclusione di 
una classe (soggetto) in un'altra (predicato) o invece come esprimente la 
indtbsione delle condizioni che definiscono una classe (predicato) tra le con- 
dizioni che definiscono un'altra classe (soggetto). 



(1) Cum dico A Mt B, et A ti B funi proposUioneSt ifUelligo ex A $e^i B. (Couturat, 
pag. 355, nota 1). 

(2) « A est vraie quoique B aoit vraie » se traduit par: « De ce qve B soit rraie iì «# 
S'en^uit pa* ^ue A foii fautae (Cfr, Couturat, pag. 357, nota 2), 
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Che Leibniz, nello scritto di cui ora parliamo, oscilli, in certo modo, 
continuamente tra tali due interpretazioni della copula inest è messo ftior 
di dubbio dagli esempi di cui fa uso. Cosi egli esemplifica le due proposi- 
zioni: " A inest B „, " B inest C „ colle seguenti : " QuadrUaterum esse^ 
inest parallelogramino, et paraUelogrammitm esse^ rectangiUo „, aggiun- 
gendo però subito : " Inverti haec possunt si prò notionibus per se causi- 
deratis, spectemus singularia sub notione comprehensa, et fieri potest A 
rectangvlum^ B paraUelogrammuTn^ C qyadrilaterum, (Couturat pag. 374, 
nota 1). 

Ora il fatto che, a seconda che si adotti Tuna o Taltra delle due in- 
terpretazioni per V inest y il segno -f viene a rappresentare, rispettivamente, 
la somma logica delle due classi tra i cui segni è posto, o la somma logica 
delle condizioni da cui tali classi sono definite (somma logica a cui corri- 
sponde, come già si osservò, il prodotto logico delle classi rispettive), basta 
a mio avviso a giustificare le citazioni storiche, tratte appunto dall'opera 
di Leibniz di cui ora parliamo, che si trovano nel §2 del Formulario 1901 
(riportate in seguito alle proposizioni dall'I 3 airi'6 e dal 2*1 al 2*6). 

Poiché infatti, nello scritto in questione, ciò che Leibniz esprime, pro- 
miscuamente, talvolta scrivendo A-f-B, talvolta scrivendo semplicemente 
-j- AB (2), è in fondo sempre la stessa operazione logica, o più precisa- 
mente le stesse due operazioni di logica (cioè la somma delle condizioni de- 
finienti due classi, e il prodotto delle classi stesse), le varie proprietà che 
egli enuncia dell'operazione -f~ che egli considera, possono tanto, riguar- 
darsi come riferentisi a quella che attualmente si chiama moltiplicazione 
logica quanto a quella che ora si chiama V addizione^ purché solo si av- 
verta che, in questo secondo caso, le classi di cui parla Leibniz, e che 
egli indica un* a e 6, sono '^ classi di condizioni „. 

È da notare infine a tale proposito come Tosservazione che fa il Cou- 
turat (pag. 37H) a proposito delle seguenti proposizioni cominciate da Leibniz : 

" Da A inest B+C non si può dedurre " A iTiest B „ , non esclude 
affatto che questa pure, come le rimanenti, corrisponda, per Leibniz, nello 
stesso tempo all'una e all'altra delle due seguenti asserzioni: 

1) Dal dire che la (classe di condizioni A è conteniUa nella somma 
delle due classi di condizioni B e C non si può dedurre che essa sia con- 
tenuta nella classe di condizioni B. (Il che si esprìmerebbe in simboli di- 
cendo che da A^BsXlJ non si deduce A3B); 

2) Dal dire che la classe, determinata dalla condizione A, contiene 
quella determinata dalla somma delle condizioni B e C, non si può de- 
durre che essa contenga quella determinata dalle sole condizioni B. (Il 
che, indicando con a, &, e, le classi determinate rispettivamente dalle con- 
dizioni A,B, C si esprimerebbe in simboli dicendo che: da 6c3a non si 
deduce &Z)«). 



(1) Eaàem sant quorum alteratrum ubilibet potest substitui mIte vernate ». 

(2) Pro A^B potsel simpliciter poni AB (Ceatnrat pag. 364). 
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Ùn*analoga avvertenza è pure da ripetere per ciò che riguarda la 
'^ sottrazione logica „ , definita, nello stesso opuscolo, da Leibniz, nel se- 
guente modo: 

^* Se A contiene B e se C contiene tutto ciò che è contenuto in A, 
eccetto ciò che è contenuto in B, si dirÀ che C è uguale ad A— B ,,. 

Venendo cosi infatti anche il concetto di ^^ sottrazione ,,, come prima 
quello di addizione, a dipendere da quello di '' inclusioìie „ anch'esso verrà 
a partecipare della stessa duplicità di senso che abbiamo notata nel caso 
deiraddizione. 

Ciò è messo in chiaro dagli esempi stessi che Leibniz cita, per la re- 
lazione A — B=:C, tra i quali figura il seguente: Homo — Rationalis = 
Brutum, corrispondente alla formola: 

Homo = Brutus -f- Rationalis (1). 
Il diverso significato del segno di sottrazione (detractio) e di quello di 
negazione (*^ non „) è caratterizzata da Leibniz col dire: A non A est ab- 
surdum, A— A est nihil, e il contrasto tra le proprietà delKuno e dell'altro 
è espresso dicendo che: ^^ Tion ,, repetitum se ipsum toUit. Detractio rope- 
tita non tollit se ipsam sed tenninos.cui praefigitur... Verbi gratia A ìum 
nonB est AB, sed A B est A „. (Cfr. Couturat pag. 379, nota 1). 

Leibniz tenta pure dì estendere la sua definizione di A— B anche al 
caso in cui la condizione che * * A sia contenuto in B „ non sia soddisfatta. 
L'espressione A — B è allora da lui designata come esprimente un' ^^ aspet- 
tativa di sottrazione (expectatio dectractiatiis), e paragonata ai numeri ne- 
gativi dell'Algebra, in quanto, quando essa figuri come aggiunta a un 
segno di classe C, tale che C-f-A contenga B, dà luogo all'espressione: 
C-fA— B, il cui significato è determinato dalla definizione già data sopra. 

Chiuderò questa rapida rassegna degli scritti logici di Leibniz, com- 
pita colla scorta del volume del Couturat, notando col Couturat stesso, 
come, mentre per ciò che riguarda la proprietà delle operazioni fondamen- 
tali della logica (presa ognuna a sé o nei suoi rapporti colle relazioni di 
'^ inclusione „ o di ^^ coincidenza „), ben poche siano quelle, ora note, di 
cui negli scritti di Leibniz non si riscontri l'enunciato, sotto forma più o 
meno esplicita e determinata, per ciò che riguarda invece quelle che si 
potrebbero chiamare le proprietà vicendevoli delle dette operazioni, peres. 
la reciproca distributività della somma e del prodotto logico (Lambert- 
Peirce), o la definìbili tà di ciascuna di questo due operazioni per mezzo del- 
l'altra e del segno di negazione (De Morgan) ecc. , egli sembra aver la- 
sciato quasi tutto da fare ai suoi successori. 

La sua costante preoccupazione di non scindere le considerazioni re- 



(1) Altrore dice anche : Si A = iriangututn^ B x» aequilateraU A -f B «rft « trianguhAm 
aequilaterale ». 
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lative airinclusione o all'eguaglianza tra classi da quelle relative alla 
coincidenza, parziale o totale, deUe condizioni che le definiscono, lungi da 
facilitargli il riconoscimento di quel principio di ^*' dualità .,, (più tardi sco- 
perta dal De Morgan) da cui dipende tanta parte della semplicità e deUa 
simmetria che caratterizza attualmente il calcolo logico, sembra esser stato 
per lui il principale ostacolo a una eonceùone netta della somma e del 
prodotto logico, come di due operazioni fondamentalmente distinte tra loro 
(per quanto godenti di comuni proprietà), e come suscettibili perciò di es- 
sere considerate nei loro recìproci rapporti. 

La parte del volume del Couturat, alla cui considerazione mi sono li- 
mitato nel presente resoconto, quella cioè direttamente riferentesi al sim- 
bolismo della logica matematica non è certamente la sola che contenga 
documenti e osservazioni di cui sarebbe opportuno Tesame e la discussione 
su questa Rivista. 

Il contenuto tuttavia delle parti rimanenti, pur riattaccandosi alle 
speculazioni logiche di Leibniz, e pur concernendo argomenti ad esse in- 
timamente connessi, quali il calcolo geometrico, la costruzione d'un lin- 
guaggio scientifico universale, il progetto d' un* enciclopedia del sapere 
umano, ecc., potrà senza inconvenienti, e anzi con vantaggio, formare 
oggetto di idtri speciali resoconti 

G. VAILATI 

Bari, 12 ottobre '01. 
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DIZIONARIO DI MATEMATICA 



Un Dizionario di Matematica, cioè una raccolta dei ter- 
mini che si incontrano nelle opere matematiche attuali, insieme 
alle osservazioni che servono a precisare il significato o i si- 
gnificati d'ogni termine, quali l'etimologia, la storia, la defini- 
zione, quando è possibile, riuscirà un lavoro utile tanto sotto 
l'aspetto scientifico quanto sotto quello didattico. 

La moltiplicità dei termini usati per rappresentare una 
stessa idea, e la moltiplicità dei significati in cui è usato uno 
stesso termine costituiscono un inconveniente troppo diffuso e 
ben noto. 

Il Dizionario potrà guidare individualmente ogni autore 
nella scelta dei termini più opportuni pel suo lavoro. 

Esso è pure il lavoro preparatorio onde ottenere una ter- 
minologia scolastica uniforme ; questione questa di alta impor- 
tanza e a cui si interessa la Società « Mathesis », e di cui dot- 
tamente riferi il prof. E. De Amicis nel Congresso tenutosi a 
Torino nel 1898. 

Esistono libri aventi lo stesso titolo del precedente, quali : 

G. S. KlCIgel, Matheniatisches Wórterhuch. Leipzig a.l803- 
1831, 5 voi. 

cui fa seguito il 

« Supplement » von .1. A. Grunert. Leipzig a. 1833-36, 2 voi. 

A. S. De Montferrier, Dictionnaire des sciences matfie- 
mathiques pures et appliquees. Paris a.l838, 3 volumi. (Altre 
copie portano l'indicazione Paris a.l845). 

H. SoNNET, Dictionnaire des Mathématiq iies appliqitees.Farìs 
a.l867, 2 voi. 

Ma queste opere voluminose contengono sotto ogni nome 
le proprietà principali dell'oggetto indicato da quel nome. Ad 
es. sotto il nome di Derivata si troverà un sommario di cal- 
colo differenziale. Esse sono enciclopedie, e come tali non pos- 
sono competere coi trattati comuni, perchè disponendo i vari 
soggetti in ordine alfabetico, si perde completamente Tordine 
logico, che ha importanza fondamentale in tutti i trattati. 



Essi poi non contengono quasi mai l'etimologia e storia dei 
nomi, elemento importantissimo pel perfezionamento della ter- 
minologia. 

Infine essendo fatti da una sola persona, per quanto dotta 
e laboriosa, hanno sempre un'impronta personale; le inesattezze 
ed errori che inevitabilmente si riscontrano in opere di questa 
natura non possono più essere corrette, non èssendosi ristam- 
pate edizioni ulteriori. 

L'opera recente 

F. MUller, Vocabulaire Mathématiqiie (francais-allemaìid). 
Leipzig a.l900 p.xn-|-132. 

è voluminoso perchè consta in gran parte di termini antiquati, 
e di termini proprii ali-astronomia, all'astrologia, ecc. 

Esso poi si limita in generale a dare la corrispondenza fra 
le parole francesi e le tedesche. 

Eccono un estratto: 
Abaciste, Abacist 
abaisser, erniedrigen 
abaque, Abactis, 

Di qui non si ricava alcun significato dei termini. Anzi, 
essendo i termini matematici in gran parte internazionali, il 
dizionario si limita a una variazione di desinenze. 

Vedasi pure MQller, Ueber der Mathematische termino- 
logie BM. a. 1901 p.282-325. 

Per quanto possano essere utili i lavori precedenti, nessuno 
risponde alla questione. 

Ritengo che il dizionario matematico, quale ora si intrap- 
prende, avrà un piccolo volume, come ne fa fede la parte che segue. 

È sommamente utile che il dizionario sia un lavoro di col- 
laborazione, e che prima della stampa definitiva esso sia visto 
da un gran numero di persone. E ciò per togliere ogni carat- 
tere individuale al lavoro; perchè necessariamente un solo au- 
tore imprime al suo lavoro un carattere unilaterale. Inoltre la 
raccolta riuscirà più completa, potendo ognuno aggiungere quel 
nuovo termine, o quel nuovo significato d'un termine che cre- 
derà più opportuno. 

Il libro riuscirà emendato dalle sviste in cui si cade ne- 
cessariamente ia un lavoro di qaesto genere. 



Sarà bene che il dizionario contenga solo i termini che 
trovansi eflFettivamente nei libri in uso oggigiorno. I termini 
antichi eccezionalmente possono essere riportati, se c'è qualche 
vantaggio a richiamarli in uso. 

Lo scopo principale del dizionario è quello di poterne 
estrarre una terminologia da adottarsi in seguito. Ma le discus- 
sioni su questa scelta sarebbero attualmente intempestive, prima 
che il lavoro di raccolta del materiale entro cui si deve sce- 
gliere non sia terminato. 

Queste le ragioni che esposi nel congresso dei professori 
italiani di Matematica, tenutosi a Livorno nell'agosto 1901. Ivi 
si è convenuto di pubblicare un « Dizionario di Matematica » , 
mediante la cooperazione di 

Mathesis, società fra gli insegnanti delle scuole secondarie, 
presiedute dal prof. G. Frattini a Roma, 

Periodico di Matematica, diretto dal prof. G. Lazzeri, a 
Livorno, 

Rivista di Matematica, diretta dal prof. G. Peano a Torino. 

Aderirono pure : 

// Bollettino di Matematica, diretto dal prof. A. CJonti a 
Bologna, 

Il ntiUfora, diretto dal prof. G. Fazzari a Palermo. 

La prima parte di questo Dizionario si riferisce alla Logica 
matematica. Un saggio di questa parte fu presentato al con- 
gresso medesimo. Completato con aggiunte apportate dai pro- 
fessori Vacca, Vailati e Padoa, qui ne segue un'edizione prov- 
visoria. 

I membri e i collaboratori degli enti associati possono pub- 
blicare sul rispettivo giornale le aggiunte, correzioni e osser- 
vazioni che crederanno opportune. 

Trascorso un tempo sufficiente, si passerà alla stampa de- 
finitiva di questa prima parte del Dizionario. 



PARTE 1* — LOGICA MATEMATICA 

In questo- Dizionario hanno posto i termini generali che incpntransi 
nelle pubblicazioni matematiche. Sono esclusi cioè i termini propri! del- 
TAritmetica, della Geometria e delle altre parti -della Matematica. 

I termini sono accompagnati dalla loro etimologia e da spiegazioni o 
esempi intomo al loro valore, o ai loro valori, e dalla loro trasformazione 
nei simboli usati nel « Formulaire de Mathématiques » {*) quando la cosa 
è possibile. Questi termini non sono però accompagnati da una vera de- 
finizione, perchè l'esame di quali si possono definire e quali no, richie- 
derebbe tutta la Logica simbolica. 



(') Abbreviato in Formai. Qui si citerà l'edizione dell'a. 1901, Paris, Carré et Nand. 



Addizione logica. Vedi « Somma logica ». 

Analisi, 'àvà-Xv-oig = so-lu-zione. Opposto a « sintesi » . 

Al testo di Euclide, libro 13, secondo Qeiberg t.4 p.364, furono 
aggiunte da qualche commentatore le definizioni di analisi e sintesi, 
ma poco chiare. La prima, come sta scritta, enuncia una forma di 
ragionamento errata. Lo stesso fa Pappo libro 7 p.634. 

In Archimede, Della Sfera libro 2 prop. 4,. Tanalisi del problema 
consta nel porre il problema in equazione, e nella sua risoluzione. 
La sintesi ne è una specie di verifica o prova. 

Il ragionamento analitico consta d'una s^rie di sillogismi della 
forma Ò3c • aZ3& 0« «IDc 

Invece nel ragionamento sintetico i sillogismi hanno la forma 

Appartenére lAt. adpertinere, ha assunto il valore di «tessere parte» (vedi). 
Altre volte significa « è un » . (x appartiefiie alla classe a) := (acea). 

Arbitrio. « Presi ad arbitrio due numeri a e & » vale quanto « Se a e 6 
sono numeri » . Vedi essere. 

Articolo. Termine grammaticale. 

Diversamente unito al verbo « essere » (vedi) gli dà i valori €, =,3' 
Assioma = à^lcofxa da à^ioz = degno. Vale « proposizione primitiva » 
indicata nel Formul. con Pp. 

Alcuni A. fanno differenza fra assioma e postulato, a seconda del 
grado di evidenza. 

Associativa. Essendo x^y degli individui d'una classe, sia ocay un indi- 
viduo della stessa classe. Il segno a indica un'operazione. Quest'ope- 
razione dicesi « associativa » se qualunque siano x,y^z nella classe, 
si ha: (xay)az = xa(y<xz). 
Sono associative le operazioni aritmetiche -{- e X) e le logiche o e w 
Il nome «associativo» fu introdotto in questo senso da Hamilton 
Cambridge J. a.l846 t.l p.50. 



Assurdo lat. absurdus che in orìgine significava « che suona male > . 

(la condizione px è in x assurda) = (non esistono degli x che sod- 
disfacciano alla condizione pz) = (^xapx). 

Generalmente la condizione px è Taifermazione simultanea di più 
condizioni, e allora dire < il sistema è assurdo » vale quanto < le 
condizioni sono contradditorie». 

Astrazione. Dicesi in logica matematica « definizione per astrazione » 
la definizione d'una funzione q^x, avente la forma: 

97X = 9>^ . = . (espressione composta coi segni precedenti) , 
cioè non si definisce il segno isolato 97X, ma solo l'uguaglianza «px = ipy. 

Avere si trasforma in « essere » . £s. « Se si Jianno due numeri a e 6 » 
vale « Siano a e 6 dei numeri », 
(4 e 6 hanno per massimo comune divisore 2) = [ 2 = D(4,6) ]. 

Campo = classe. 

Classe := classis, idea primitiva, indicata col simbolo Cls. 

Coesistere. (Le condizioni d*un sistema coesistono) =: 
(il sistema non è assurdo). 

Coincidere vale « essere eguale ». 

Commutativa. Sia xay una funzione di x e di y. Si dice che l'opera- 
zione a è commutativa se xay:=zyax. 
Sono commutative le operazioni logiche a e w, e le aritmetiche -}- ® X - 
Dicesi poi che due operazioni f e g a. eseguirsi su una sola varia- 
bile X sono commutabili ftra loro quando t\gx)i:=,g{fx). 

In aiinlisi sonvi numerose coppie di funzioni commutabili. 
Questo termine fu introdotto daServois, Annales de Math. a. 1815 p.50. 
Compatibili = coesistenti (vedi). 
Comune. (Classe comune alle classi a e 6) = 6^. 
Comunque = ad arbitrio (vedi). 
Conclusione = Tesi (vedi). 

Condizione = proposizione contenente variabili. 

Se a è una classe, la proposizione « x è un a » in simboli < acfa», 
è una condizione in x. 

Viceversa se px è una condizione in a;, si può considerare la e classe 
degli X soddisfacenti alla condizione px » indicata col simbolo \QC3px > , 
che si legge « x tale che pa; ». Si ha 

x^{XBa) ^za xs(x3p « ) = p « . 

Quindi data una classe, risulta determinata una condizione, e vice- 
versa. Sicché i termini e classe » e « condizione » esprimono la stessa 
idea sotto due aspetti diversi. Nel Formul. si usa il solo simbolo Cls. 
Conseguenza. (La proposizione p è conseguenza della q) = (q'Op)- 
Contenere. (La classe a è eontenuta in b) =: (dairesseie a si deduce es- 
sere 6) = («Dft). 



— Ifi5 — 

Contradditorio, Contrario, in logica scolastica il contradditorio del 
giudizio (proposizione) a^ è -(a3&)» © il contrario è aZyà- 

In matematica più proposizioni condizionali diconsi contradditorie, 
se il loro prodotto logico è assurdo (vedi). 

Conversione. Regola di logica scolastica, per cui 

dalla proposizione « qualche a è & » si passa alla « qualche 6 è a » 
e dalla « nessun a è & » si passa alla « nessun & è a ». 

Siccome in logica simbolica queste proposizioni si scrivono 3a#>6, 
e -30^6, là conversione è una forma della regola di logica simbo- 
lica, detta « commutatività del prodotto logico ». 

La conversione ora considerata dicesi pure « conversione semplice » . 

Si converte la proposizione « ogni a è & » in « qualche & è a » ; 
e questa operazione dicesi « conversione parziale, per accidente ». 
Si noti però che in questo caso la proposizione « ogni a è 6 » non si- 
gnifica oI36, ma bensì « a^ . a« » . 

Corollario da corona, corolla, corollarìum = appendice. Cosi Boezio Con- 
sol, 3*10 tradusse il greco Jiàgio/na :=. conseguenza immediata d*un 
teorema. 

Costante. Alcune volte è un pleonasmo. « Sia a una quantità costante » 
vale quanto « oeQ ». Ogni lettera ha un valore costante in una 
stessa formola, e un valore variabile da formula a formula. 

Applicata ad una funzione, la parola < costante » è tradotta con 
const, simbolo definito nel Formul. §70. 

Dare, è un pleonasmo. ( Siano dati due numeri a e & ) = ( siano a e & 
dei numeri). 

Deduzione. Se p e g sono proposizioni, la proposizione « da p si deduce 
q » chiamasi deduzione, e si indica con « pZDO. » • 

Se a e & sono classi, a^ si suol leggere « ogni a è & » ; e vale 
quanto « dall'essere a si deduce essere 6 ». 
La deduzione si esprime nel linguaggio ordinario sotto più. forme. 
Vedasi condizione, necessario, sufQciente, conseguenza, ... 

Definizione abbreviato in Def. Nel Formul. è un'eguaglianza il cui primo 
membro è il segno nuovo che si definisce, ed il secondo un gruppo 
noto di segni. Es. (Numero primo) =: (Numero divisibile solo per sé 
stesso, e per l'unità). 

Alcuna volta si definisce un'espressione contenente lettere variabili ; 
e la definizione è preceduta da un'ipotesi. Es. 

(Essendo a e & delle frazioni) .3- <'+^ = (espressione composta con 
a e & e coi segni delle operazioni aritmetiche sui numeri interi). 

< Definizione possibile » è un'eguaglianza che, per un possibile 
ordinamento della scienza, può essere assunta come definizione. 

Data una P, si riconosce facilmente se essa sia una definizione 
possibile. Diventa no una Def, a seconda della teoria e deirarbitrio 
4eirautore, 
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Il segno := d*una definizione suol leggersi < dicesi, chiamasi, indica , 
significa, rappresenta » . 

Dimostrazione. Una dimostrazione ha in generale, per scopo di persua- 
derci della verità d*ana proposizione. 

Alcune volte la dimostrazione d*un sistema di proposizioni già chiare, 
o verificabili coiresperìenza, ha per scopo di analizzarne le mutue re- 
lazioni, e di ridurle a un sistema di proposizioni primitive. 

Le dimostrazioni sono fatte quasi sempre colla sola logica naturale. 

Furono però date delle dimostrazioni in cui si ottiene una proposi- 
zione dalle precedenti con una serie di trasformazioni logiche. 

Diverso = differente = (distinto) = (non eguale) = (-«) 

Distributiva, picesi che l'operazione a è distributiva rispetto alla fi se 
xa{yfiz) = (ocay)fi(xaz), e si indica con Distrib(a,/?). 

Sussistono le proprietà aritmetiche Distrib(X, +), Distrib(f^, X) v 
Distrib(lim,+), Distrib(lim, X), ecc. 
e le logiche Distrib (e,r\), {f\,rs)y (3»^)> (^j^)? (^>^)> e molte altre. 

Il nome fa introdotto da Servois. Vedi Commutativa, 

E9 latino et. In molti casi indica il prodotto o. - 

(I numeri multipli di 2 € di 3 sono multipli di 6) = (2Nh3ND6N). 
(I multipli di 6 sono multipli di 2 e multipli di 3) = (6N D 2N n 3N). 
Qualche volta significa «j. Es. 
(I multipli di 4 e i multipli di 6 sono multipli di 2) = (4Nu6ND2N). 

Eguale. « È eguale » o « eguaglia » si indica col simbolo =. 

La parola « eguale » quando si presenta sola, è indicata nel Formai. 

con ( (iniziale di Taog), Sicché et vale quanto = . 

Nel Formul. si ha una sola eguaglianza, detta anche identità o 
coincidenza. Un'eguaglianza-identità della forma (px=zq?y da alcuni 
autori si considera come Una specie d'eguaglianza fra a? e t/y e si in- 
dica con nomi speciali. 

Eguaglianza è una scrittura della forma xzzy. 

. X dicesi il primo membro, y il secondo dell'eguaglianza. 

Equazione è la forma latina di « eguaglianza » . Vedi identità. 

Equipollenza. Altra forma di eguaglianza, usata da Bellavitis pei vet- 
tori. Dopo i lavori di Grassmann e di Hamilton, si indica semplice- 
mente col segno = . 

Equivalenza. Altra forma di eguaglianza. « Le condizioni p e q sono 
jequì valenti » vale «jp:=g ». 

« Il solido a è equivalente al solido b » vale « Volume di a = vo- 
lume di 6 ». 

Elemento. Classe contenente un solo individuo. 

(La classe a è un elemento) = [ga : x,ysa . ZDx.y . ^xn^^y]. 

Esistere. Si indica con g. 

Essere, a seconda dei casi ha i valori e , = ,D 1 a» 
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Es. (7 è un numero primo) =: (7eNp) 

(13 è la somma di due quadrati) = (13 e N»+N«) 
(5 e 7 sono numeri primi) = (5,7 sNp) 
(Tutti ì multipli di 4 sono multipli di 2) = (4ND2N) 
(Ogni multiplo di 4 è un multiplo di 2)= * 

(L'uomo è mortale) ^ (uomo 3 niortale) 
(13 è la somma di 4 .e 9) = (13 = 4+9) 
(Sia a un numero primo; si ha...) z= (acNpO- •••) 
(Essendo » » »).»»» 

'(^Sionvi quadrati somme di due quadrati) = [g N* o (N'+N*)] 

Fissare è pleonasmo. 

(Siano fissati due numeri a e 6) := (Essendo a e & due numeri). 

Le funzioni d'una coppia di variabili si indicano spesso scrivendo 
il segno di funzione fìra le due variabili. Es. a-\-b, a — &,... 

Invece di « funzione » dicesi anche « operazione » o « corrispon- 
denza ». 

Generale o universale dicesi una proposizione, o giudizio, della forma 
a'Zyb, ovvero a-6=A> o sostituendo & a -ò, ab^/\. 

Giudizio particolare è la negazione d*un giudizio universale, cioè 
della forma ^arò. 

Una proposizione A dicesi qualche volta più generale della B^ e la 
B caso particolare di A^ se aggiungendo alla ipotesi di A una nuova 
ipotesi, si deduce la B, 

Per es. se nella prop. a^bsS .3- («+^)' = a*+2«6+6* 

aggiungo airipotesi la condizione 6:^1, e semplifico, ho il caso 
particolare oeN .3 (a+l)« = o«+2a+l. 

« In generale » alcuna volta significa e sempre » ed è un pleonasmo. 

Altre volte dire che una proposizione « è vera in generale» signi- 
fica che ha dei casi di eccezione, ossia che non è vera. 

Alcuni A. dicendo che una funzione definita in un intervallo ha « in 
generale » una data proprietà, intendono che abbia sempre questa 
proprietà, tolto un numero finito di punti. E considerata in un catnpo 
piano ha « generalmente » una data proprietà, quando si debbano ec- 
cettuare solo delle linee in numero finito. Ma siccome con una linea 
si può coprire con continuità tutto il campo piano, questo concetto 
deve essere maggiormente precisato. Ad ogni modo questo valore del 
termine « in generale » esce dalla logica pura, perché contiene idee 
di aritmetica o di geometria. 

Gruppo, alcune volte significa Classe, in simboli Cls. 

(Gruppo di funzioni, o operazioni )=: (classe di operazioni, tale che il 
prodotto funzionale di due individui di essa appartenga alla classe 
stessa). acCls .3* (Gruppo di operazioni in a) = 

ClsXaFa) r\ U3(x,yeu .3B,y- £cy e w) 
Sottogruppo. Essendo a un gruppo, nel primo o secondo significato, 
}a frase « & è un sottogruppo di a » significa &Da, 
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Identità. < Gli oggetti x ed y sono identici > vale « a?==y ». 

Una proposizione px contenente la variabile, o sistema di variabili, 
Xy è un'identità, o è identicamente vera, qualunque sia a? in un campo 
a » significa « comunque si prenda x nel campo a, si ha p« > ; in sim- 
boli XBa . 3* 'Px ' Es. ac,yeN O- 2C+y := y+ar. 

Alcuni À. chiamano identità un'eguaglianza della forma x-rx. 

Altri chiamano identità Teg^aglianza fra due espressioni, vera per 
tutti i valori delle lettere. Allora x-^-y ^ y-^-x non è un'identità, 
perchè non è vera se x e y sono vettori sferici. 

Equazione è un'eguaglianza contenente una variabile x, che sta 
per essere accompagnata dal segno x?. Sicché un'eguaglianza si chiama 
equazione o identità, a seconda della sua posizione nell'enunciato, pre- 
cisamente come un numero si chiama < termine » o « fattore > a se- 
conda della sua posizione in una formola. 

Ideografìa, in tedesco « Begriffschrift ». Scrittura in cui ogni idea è 
rappresentata con un segno. Sono ideografie più o meno complete la 
scrittura geroglifica degli antichi egiziani, come pure la cinese attuale. 
Ideografie parziali sono costituite dalle cifre dette arabiche, dai sim- 
boli della chimica, dai segni algebrici, ecc. L'ideografia completa, o 
pasigrafia, fu intravvista da Leibniz, col nome di « characteristica > , 
che ne pose le fondamenta in scritti parzialmente da lui pubblicati, 
e che ora si vanno pubblicando. Vedasi specialmente: 

L. Couturat — Zxi logique de Leibniz d'après des documents inédits, 
Paris a. 1901 pag. 604. 

L'unione dei simboli di logica cogli algebrici permise di esprimere 
completamente in simboli molte parti della matematica. 

Tutte le idee generali, contenute nel presente Dizionario, sono rì- 
duttibili ai simboli ideografici 

=: Cls fi ? ZD ^ ^ - a ' ^ 

leggasi : 
è eguale, classe, è, tale, dunque, e, o, non, esiste, eguale, quel. 

Indipendente. (Due classi a e b sono indipendenti) = (a«-6 . a6-a). 

Due condizioni Px e qx contenenti la variabile x sono indipendenti, 
quando lo sono le classi xspx e xaqx . 

Due postulati, o proposizioni primitive, sono indipendenti, se consi- 
derando i segni che rappresentano idee primitive come variabili, esse 
sono in questi segni condizioni indipendenti. 

Si prova l'indipendenza d'un sistema di n proposizioni primitive, 
portando n esempi o interpretazioni dei segni primitivi, che soddis&no 
a tutte le combinazioni a n— 1 delle Pp e non alla eccettuata. 

Insieme è lo stesso che classe = Cls. 
Inverse (legge delle). Vedi negazione. 
Ipotesi da inà-^E-aig = Sup-po-sizione. 

Essendo p e q condizioni, nella deduzione pZ}ji P è l'ipotesi, 
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Logica matematica è la scienza che tratta delle forme di ragionamento 
che si incontrano nelle varie teorie matematiche , riducendole a for- 
mole simili alle algebriche. 

Essa ha comune colla logica d'Aristotele il solo sillogismo. Le clas- 
sificazioni dei varii modi di sillogismi, quando sono esatte, hanno in 
matematica poca importanza. 

Nelle scienze matematiche si incontrano numerose forme di ragio- 
namento irreduttibili a sillogismi. 

I principali teoremi di questa scienza si debbono aLeibniz(t 1716), 
Lambert (t 1777), Boole (t 1864), McCoU, SchrcJder, ecc. Nella 
RdM. t.7, p.3 si trova T elenco di 67 memorie pubblicate su questo sog- 
getto nell'ultimo decennio. Altre sono da aggiungere. 

Legge associativa, commutativa, distributiva. Yedansi questi nomi. 

Legge delle inverse, vedi negazione. 
Lemma = Irl/x/m da Xajupdvco = assumo. 

In Archimede vale proposizione che si assume senza dimostrazione, 
cioè proposizione primitiva Pp. 

Generalmente vale proposizione che si premette ad un teorema onde 
facilitarne la dimostrazione. 

Membro d*un'eguaglianza (vedi). 

Moltiplicazione logica vedi « Prodotto logico » . 

Necessario. (La proposizione p è condizione necisssaria della q) = (oIÌP)' 

Negazione. Si indica col segno - che si legge « non ». 

Si ha: osCls .3' — ^ ^= « 

< Trasportare » , in Logica matematica, significa applicare la regola : 

a,&aCls . a36 -Z)- -&!!>« 
analoga a una regola algebrica. 

Questa regola è anche chiamata da alcuni < legge delle inverse ». 
Chiamasi « proposizione inversa » di à^lb la 630i © « contraria » 
della a3& la -aID-6. Però, mentre il passaggio da una proposizione 
alla sua inversa o alla sua contraria è illegittimo, è solo legittimo 
Taccoppiamento delle due operazioni, che esprime la regola del tras- 
portare. 
Nome. Termine grammaticale. 

Nome comune = Cls. 

Si possono considerare in analisi come « nomi propri! » i segni 0,1,2,..) 
e, i, jt^ ecc. Del resto ogni nome comune, o nome d'una classe, è 11 
nome proprio della classe. 

La differenza fra nome e aggettivo è puramente grammaticale. 

Si dice « 7 è un intero » come pure « 7 è un numero intero ». 

In simboli i nomi non hanno né numeri né casi. 

Non vedi negazione. 

•.1901 d.338 IWM. 1.7 ÌZ 
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Nulla. La classe nulla, classe non contenente individui, fd indicata con 
N (Nihil) da Leibniz, con da Boole, con A ^^1 Formul. Il suo uso 
ò limitatissimo. Ivi si trasforma ( la classe a è nulla ) in (non esistono 
degli a), in simboli (-ga). 

quando ha il valore del latino e vel » indica la somma logica u. 

Quando ha il valore del latino « aut » fu chiamato « disgiunzione 
completa ». « a aut b > vale « chòsjìh^ ». 

Ogni latino omnis. (ogni a è ò) =: (a3&)* 

Parte. La classe a è parte di b significa a3&* 
Altre volte significa « à^ . a-=& » • 

Particolare vedi « generale » . 

Possibile si esprime con g (esistono). 

(è possibile determinare, o trovare, un numero quadrato somma 
di due quadrati) = [ a N« « (NM-N«) ]. 

Postulato = Aa/i/^ai'd/icroVy è indicato, insieme all'assioma (vedi), con Pp. 

Prendere è pleonasmo. 

(Siano a e b due numeri, presi ad arbitrio, ma fissi) = (Siano a e b 
dei numeri). 

Preposizione. Termine grammaticale. 

Le preposizioni del linguaggio comune nella traduzione in simboli 
si uniscono col segno di finzione, e qualche volta sono un segno di 
ftuizione. 
Es. (Somma di 2 con 3) = 2+3 
(2 moltiplicato per 8) = 2X8 
(2 elevato a 3) = 2* 
(logaritmo di 2) = log 2 
(3 metri al secondo) =: 3m/8 
(3 metri in 2 secondi) = 3m/(2s) 
(3 Lire al metro) =: 3L/m. 
Problema ^ nqàpirifjua da nQopdXXco = propongo. 

Enunciato d'una condizione (o complesso di condizioni) p^» 
Risolvere il problema è trasformare la classe X8px in un'altra in 
cui la lettera x sia scomparsa. Es. qr\ a;9(x'— 3x4-2 =0) = d u f2. 

Prodotto logico di due classi a e b=:ar<Ò, e rappresenta la classe co- 
mune agli a e ai &. 
La moltiplicazione logica ha le proprietà 

af>a^za arò^zbrsa {arb)f>c ziz ar^br^) ecc. 

Pronome. Termine grammaticale. 

Questo, quello^ ecc. sono spesso rappresentati da a,&,...x^... 
Es. (Un numero più un altro numero vale quanto il secondo numero 
più il primo) := (a,6eN .3' a -|- 6 = 6 + a). 
Tale che si esprime con 9. 

Proposizione si abbrevia con P. 
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Alcune P hanno il carattere di definizioni possibili. In nna teoria, 
cioè in un ordinamento delle P relative a un dato soggetto, si scel- 
gono trsL queste le definizioni. 

Altre P sono indimostrabili ; esse enunciano le proprietà delle idee 
primitive, e si chiamano « proposizioni primitive >. 

Le altre P, a seconda delle circostanze, chiamansi teoremi, corol- 
larii, lemmi. 

In Logica matematica si opera solo su proposizioni condizionali, o 
condizioni (vedi). 

Proprietà. Sia a una classe; V < essere un a » suolsi. chiamare una proprietà. 
Sicché la differenza fra proprietà e classe è puramente grammaticale. 
< a è proprietà caratteristica di & » vale e a^b ». 

Qualche. Essendo a e & delle classi, la proposizione particolare affermativa 
< qualche a è b » vale quanto < esistono degli a e & » in simboli 
« ^arb ». 

Quello ha alcune volte il valore di i. 

(Essendo a e 6 due numeri, e 6 il maggiore, con &— a si intende 
quel numero che aggiunto ad a dà per risultato b) = 
[a,&£N .6>a O- ò— a=»Noac»(a+a;=6)] 

Relazione. Una relazione fra due enti è espressa da una condizione fra 
i due enti. Se x,y sono gli enti variabili, e p«,y è la condizione, 
risulta determinata la classe delle coppie (x;y)che soddisfano a questa 
condizione; essa è indicata con (x\y)3px„if. 

Quindi ogni relazione può essere rappresentata da una classe di 
coppie. 

Ad es. (cc;y)3[x,yfiq . a5'+y*=:l], se identifichiamo la coppia x\y dì 
numeri reali col punto avente le stesse coordinate, rappresenta la cir* 
conferenza di centro l'origine e di raggio 1. 

La condizione pxn/ si può pure esprimere con una funzione. Pon- 
gasi fy:=XB{px,y). Allora pz^-y diventa xsfy^ cioè « se è un individuo 
deUa classe fy. 

Scolio ^ axàXioVj vale nota, osservazione. 
Se. Siano a e b delle proposizioni. < Se a, allora b » vale à^. 
Sempre. È un pleonasmo per rinforzare la deduzione. 
Sintesi da ai>v-^€-ais'=com-po-sizione. Vedi « Analisi ». 
Sillogismo. È la proposizione: 

a,&,c£Cl8 . a36 • ^Dc O- «De. 

I logici scolastici considerarono più modi di sillogismi, che si tras- 
formano fra loro colla conversione (vedi). Essi hanno poca importanza. 

Sistema, qualche volta indica Cls. 

II sistema di due variabili x e y si indica con {x\y) o (x,y). 

Sistema di condizioni è l'affermazione simultanea o prodotto logico 

delle condizioni date. In Logica Matematica il prodotto di più condi- 
zioni è una condizione. 
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Soddisfare. (Gli x tali che soddisfano alla condizione pjB)z:z{xapx). 

Somma logica di due classi a e b è la classe formata dagli enti che 
appartengono ad ima almeno delle classi a e 6. Si indica con oub, e il 
seg^o u si legge « o > (vedi). 
Essa ha le proprietà 
€MJt7=a cfJbz^bja aXòuc) = (au&)MC an(fisje):=zarò\daf>c ecc. 

Sufficiente. (La proposizione p è condizione sofAciente della qj= (pID?)* 

Supposizione. Forma latina di ipotesi. 

Tale. (Gli X tali che è soddisfatta la condizione px ) = (Gli x tali che 

Px ) = {X9px ). 

Teorema = SeaiQfi/iaj da '&BCOQéco ^ considero, indica una proposizione 

che si dimostra. 
Tesi = ^éaig. Nella deduzione aOò^ & è la tesi. 
Trasportare. Vedi « negazione >. 

Tutto. La classe totale, o tutto, ta indicata in logica simbolica coi segni 
l,Qo ,V. Esso ha però poca importanza, e fu escluso dal Formulario. 

Verbo. Termine grammaticale. 

Corrispondono a verbi i simboli ideografici «, =, 3» a» >» <• 
Verificare = soddisfare (vedi). 
Vero. « La proposizione A è vera » vale « A » . 

G. Peano 
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ADDITIONS AU FORMULAIRE a.l901 

par 
A. Arbicone 
T. Boggio 

E. Cantoni 

F. Castellano 

G. Peano, abrégé en (p 
G. Vacca » (v 

add. indiqaa cette sèrie d'addltionB : la première sèrie est contenue dansRdM. t.7 p.85-il0. 

DBUXIÈME SÈRIE 

LOGIQUE 

§ 3 10-61 Au lieu de y? lisez Z9, (p 

§1 (P*^) Eisen Stein (a.l847, p.71-91) a employé le symbole oq pour 
indiqner la substitution. 

Il avait observé qa'on ne ponvait employer & cet effet le symbole r=. 
Car si dans une formale on veut substituer au nombre m le nombre m-f>l 
on ne pent écrire Tégalité absorde m = m -|- 1, mais bien soivant Elsenstein, 
»ioQ »»+ 1» o^ suivant le F, [(m-|-l) | m]. (v 

ARITHMÉTIQUE 

§ X 

1*8 (a+6X6+cXc+a)+a6c = (a6+6c+caXa+6+c) 
1-9 (a+b+c)(b+c+dHc+d+a)(d+a+b)+àbcd = 

{abc-\'bcd+cda-\'dab){a+b+c+d) 

On remarqaera que si dans le premier membro de cette P et de la PI '8 
au lieu des -f on met des X 9 et au lieu des produits indiqués on fait des 
sommes, on obtient le second membro, et réciproquement. ' 

8-31 a6{a— 6)+6c(&— c)+m(c— a)+(a— 6)(6— c)(c— a) = 0. 

Boggio 

6*1 Dem 

F. LiNDEMANN, Ueber den Fermafschen Satz betreffend die 
Unmóglichkeit der Oleichung aj*+y*^;j**. 

Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen classe der 
k. b. Akademie der Wissenschaften zu Mtlnchen, a.l901 Heft 
2, p.185-202. 

Cosi U vincttare di n vinse pure VtUtimo teorema di 
FEBMAT. (p 
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3-81 a(6+c)*+6(c+a)»+c(a+6)* = (a+&H6+cKc+a)+4a6c 
14-321 (a+6— 2c)(a— 6]^+(6+c— 2a)(6— c)'+(c+a— 26)(c— a)»= 
•701 ab(a*—b*)^bc(V—c^+ca{€»—a') + 

(a— 6)(6— cKc— a)(a'+6^+c*+a6+6c+ca) = 
•800 a\b—c)*+^(c—a)*+(f(a—b)* = 3abc(a—bVp—cXc—a) 

Boggio 

^ 14M0Ì (a+bf = a{a—Sb)* + 6(6— 3a)* 
•29 (a+6)* = (a»— 6a6 + V)* + 16a6(a — 6)' 

•72 (a+6)» = a{a*—10ab+bìf)* + 6(a*— 10a6+6^* 
•83 (a+6/ = (a-6)V-14a6+?^* + 4a6(3a— 6)*(36-a)* 
•921 (a+6)'=a(a»-21a*6+35a6'-76')'+6(7a»-35a*6+21a6*— 6V 
•931 (a+6)' =(a*-28a»6+70a»6«-28a6»+6*)* + 

64a6(a-6)V-6a6+6^* 
•97 (a+6)» = a(a'-36a'6+126aV-84a6'+96')* + 

6(9a'-84a'6+126a*6^-36a6^+6»)» Castellano 

22^21 meSi . oeB, . ma<l .3 (1+a)* < /{I—ma) 

[ l+a < /(1-a) .3 (l+a)- < I-ma ] (p 

§Num^i 2 1 a,6e Cls . /'e(6fa)sim .3- Numa ^ Num6 (p 

Ex. §Um 61 

§2 
3-8 ofiN, .3 2|/[(a+r)(a+r+l)] |r, l^^^m} = /(a+1) -/(o+m+l) 

{ Hp . r«N, .3 /[(a+rK«+r+l)] = /(a+r)-/(a+r+l) O- P 1 

Continuation : §Z7 4^ii 

Boggio 

4^2 s, = (6s» — 20s* + 12s* — 3s»)/6 
{ Seitz et Gandeb: Tfie Analyst, t.6p.58 a.l879 ] 

Arbicone 

%S Un. Ajotitez :Carclano dans sa PracHca Arithnutica, Mediolani a.l539, 
fol. D iiil T. a remarqué l'utilité des fractions décimales poar l'extraction 
des racines carrées et cubiques, ayant observé que 

a,»»«N, O. >Ja — X-»Evj(Xa» a) < X-« 
» » \|o — X-«E\|(X*ia)< X-» (V 

20^6 n,meN,+l . xe (RFl-n)8im . ae RFl-n .3 

(2aa;'")(2a)*~* > {lancT (P 

_ %n 

4*11 a,OT,neNj 3* 
w2[//r(a+r+0-m) \r, 1-n] = /II{a+V"m) — //Z(a+n+l-w) 



' 
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[ Hp . «irsi . %SP3b .3 Tha (1) 

Hp . t»2\in{a+r+0—m.) \r, 1— nj = //7(a-|-l—»») —ma+n+l—m) O- 
(»»+l)2'|//7lo+r-|-0-(n»+l)] \r, l-n| = ^|[/;7(a+r+0-m) — 
//7la-|-r-|-l-"(n»-l-l)] \r, 1— n| =: \IIH,a+l—m) — //7(aH-n+l—m)|/«» — 
l/77[a+2-(»iH-l)] — //7[a-|-n+2-(m+l)ll/m=/Ì7la+l-(»H-l)] - 

//7Ia+n+l-(m+l)] (2) 

(1) . (2) . Induct O- P 1 Boggio 

§! 
5-3 Dem [ reN, O- »-/{»-+l)' ^(r+lVCr+a)! = /r! -/(r+2)! O- P ] 

•* 2}(2r-l)/(r! 2' ) |r,l-nj = l-/(n! 2") 

[ «N, O- {2r-l)/(r! 2' ) = /[(r— 1)! 2r-i] — /(r! 2^ ) O- P ] 

6-21 C(m,n) = 2[(— l)'C(m+l,n— r) |f, 0-n] 

. -22 ifceN, .3 C(w,n) = 2{C(m— ft,w— r)xC(ft,r) |r, 0-*| 

•7 2K— 1)'"(2»*+1— 2r)C(2w<+l,r) |r, 0-mj = 

•8 m2|[(-l)7(r+l)]C(m-r-2,r)2«-»'-* |r,0-E[(w-l)/2]} 

= 2«— 2 

Bogglo 
6-7 me 6N, .3 2[C(m, r) |r, (0-w)«3N,] = (2"+2)/3 

me 6N,+1 w 6N,+5 Q. . = (2*+l)/3 

we 6N,+2 sj 6N,+4 .3 » = (2*-l)/3 

m€6N,+3.3 . = (2'"-2)/3 (p 

7-1 1 (a+6)*H-^ = a[2.(—iy C(2w+1, 2r) a""'»'' |r, 0-n]» + 

6[2 (-1)' C(2n+1, 2r) a'ft»-' |r, 0-w]' 
•12 («+6)2» = [2(— 1)' C(2»,2r) a'*-^-^ìf \r, 0-(n— 1)]* + 

ab[l(—lY C(2n,2r+l)a*-'6' \r, 0-n]' 

Castellano 

§E 1-51 x,yéR .3 E(aJXy)^EaJXEy 

<(Eaj+lXEy+l) 

•52 a,6el+R 3 E(&/a)<3E(E6/Ea) (p-si .3 P ] 

2^01 m,weN, 3 *^ = 2lE(m-|-r)/n |r, 0*^^(n— 1)] 

[ (m/n, ») I (X, a) P2-0 O. P ] (p 
§ Chf 

OS UN, .=. 2[Chf X-»'a jr, N,] - 2[CM X"*^» |r, N,] e Un 
ae 4No .=. Chfa + 2Chf X-*a e 4N„ 
Ofi 8N0 ^. Chfa + 2Chf X"* + 4Chf X-»a fi 8N, 
afie N, 3 re8t(a,6) = restjifClif X"'"a x rest(X', 6) \r, N,], 6t(p 
§ dt 1-95 xeB, . D(dtaj,X)=] . peN^ 3 Cfr(X'aj)=Chf(X'+*««a;) 

fNp 6^8 xs 0^^^22 3. 17 +6 E(a;'/4) e Np 

) FoNTEBASSO, Supplemento al PdM. a.l901 p.130 { (p 
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§ mp 2-8 xéR.dta^ e (2f^N^)x(5|^NJ . n = max[mp(2,dte), mp(5,dto)] 

.3. rr = Er + 2[Chf ^rX" |r, 1-n]} (p 

§Q ^|t 7lM ae qf(l— m ! 1— m ! 1— m) : a?,j/£ qFl*-m 0«»y 
lo(fXly^ = 2t[2[a<,r,. 0?^, |(r,5) , l-mSl-m]]' |f, l-m| Q. 

m£ £l ue2 ue4 uS 
} HURWITZ a.l898 GòttingenN. Cfr. IdM. a.l900 p.21. j (v 



FONCTIONS ANALYTIQUES 

§lim 
8-64 a,6fiN, .3 lim[j[&/(2a+a?)]|a?rO]|r = g(a*+6)-a 

'94 aeQ.n£N,+l .3limj['*vKa— a?)|a?]''0j|r=?Q^vr3(a?**+a?— a=0) 
•92 limj[**>J(aa?)|a5]'*l( |r = a(^/(^— 1) 

14-4 Dem [ §2" 3-5 O- P 1 

16-3 Dem [ P-2 . a:=/2 O- P 1 

21-6 Dem [ §/7 411 O- P ] Boggio 

§lim 22*1. Substituez & l'indication de Stern la suivante: 
jLAORANGE a.l798; (Euvres t.7 p.297j (v 

22-11 me NjfNo . a£(N,fNo)cres : reNo .3-. ^r ^Or O- ^^/^i + 
mjafl^ + mjafl^a^ + ... fi Q-R (v 

JLagrange a.l798; (Euvres t.7 p. 296} (v 

23-6 aen .3 limJ2[C(n— 1— r,r) |r, 0-n]/ 

2[C(w+a-r,r) |r, 0-w]j \n = [(v|5 -l)/2]«+i 

Roggio 
§S 

6-1 Dem [ S(5C» jx, 6) = limj2t(ar — a^+iX ar )♦» |r, No] |a, d, 1| 

= limti[(l— a)(a(»H+l)r |r, No] |a, 0, \\ 

= lim[(l— a)/(l— owH-i) ja, 0, 1] =z /(m+1) ] 
Cotte dem. est tirée de: 

Arzelà, Lezioni di Calcolo infinitesimale; Firenze, Suceessori Le-Mon- 
nier; a. 1901. 

bì\ afiQ .3 8(05"* \x, Sa) = a~^V(w+l) 

[ Hp . P2-5 .D. S(x^ \x, Sa) =z aS[(az)fn\z, e] 

= am + 1 S(^ \z, 6) = a»H-i/(m+l) ] 

. , Bogpio 
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§log 5-1 

Note. — Gregorins a S. Vincentio dans son OptM Cfeometricum Ant- 
verpiae a.l647 p.5d4 avait va la propriété caractéristique de Taire de Thy- 
perbole [S(/,l ^a)] , qui suit : 

a,ww Q O. S(/, 1 '-'a»»)=mS(/, 1 ^a). 

Alfonso de Sarasa dans ropnscule: Solatio problematis a. R. P. Ma- 
rino Mersennio minimo propositi, Antverpiae a. 1649 p.7, a reconnu explici- 
tement que les aires de Thyperbole correspondent aux logarithmes. (v 

§C-6 e^(7 = iI[(e^/n)/(l+/n)|n,NJ (v 

§Fc add. -33 Pc(a,l-n)= 

/a^■\■2\{—lY /dtFc(a, V"r)Xdt¥cla, l-(r+l)]|r, l-(n-l)} 

•3* (-l)"Fc(a, 1-n) < (-l)"Fc(a,N.) < (-irFc(a, V"{n+l)] 
•41 (-ir+*|Fc(a,NJ-Fc[a,l-{n+l)]t ee(-l)"[Fc(a, NJ 

— Fc(a,l'"»)] 
•42 6,ceN, . mod [Fc(a, NJ— &/c] <mod [Fc(a, NJ— Fc(a, l-«)] 

•3 6> ntFc(a, 1-n) . c> dtFc(a, 1-n) |Eulee>.1748 §382j 
•SI weNj . m<Cn .3- Fc(a, l^"'n)— Fc(a, 1—w) ^ 
(— irdtFc[am+r+i|r, l-(«w— l)]/[dtFc(a. l-m)XdtFc(a, 1-n)] 
•71 a,b,cen . D(a,6)=l . moda<;mod& : neN, . de N^Fl^^^n . 

mod(a/6)= Fc(d, 1-n) r): u^ (— l)"-iX8gnaxcdtFc[rf,l- 

(n— 1)] . v= (— l)"xsgn&xcXntFc[rf,l-(n— 1)] .3 u,vea . 

au+bv =c ILaqbange, BerlinM. a. 1767 p. 175} 

Cantoni 

(e-l)/{e+l) = Fc(2, 6, 10, 14, 18, ...) = Fc[(4aJ-2) \cD, NJ 

2/(e'-l) = Fc(3, 5, 7, ,..) = Fc[(2aJ+l) \x, NJ 

(je -l)/2 = Fc(3, 12. 20, 28, 54, ...) 

gè -1 = Fc(l, 1, 1, 5, 1, 1, 9, 1, 1, 13, ...) 

Cy|e -l)/2 = Fc(5, 18, 30, 42, 54, ...) 

j EULER a.l737 PetrC. t.9 (pubi, en 1744) p.l21 j 

nfiNj .3' 
f je-l)/(*v|e+l) = Fc(2n, 6n, lOn,...) = Fc(4»-2)» \x, NJ 
2/("y|e-l) -2n +1 = Fc(6n, lOn,.,.) = Fc((4aJ+2)n \x, NJ 
I EULEB a.l737 PetrC. t,9 (pubi, en 1744 p.l32) } (v 
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§prob (add.) "4 néS^ .3- 

{prob[(l—nFl—n)rcp'^^3(a:el'*'m .3»* /à>=a?),(l"*«Fl— n)rcp]| 

= l[\(-irM\n,(y-n\] 
•5 limjprob[ » » Jj |n = /e 

Ayant n objets l*"n, cette fonnnle donne la probabilité qne l*on a, en 
tirant les m objets an hasard, de n'en rencontier aacan dont le numero 
et le rang de tirage cotncident. 

À la limite, lorsqae n tend vers Tinfini cette probabilité =/e. 

M. Andrade (JP. a.l894 Gah.64 p.224) donne une formule analogne plus 
compliquée, qui donne efVi, lorsque n«N|. (v 



NOMBRES COMPLEXES 

24^7 a,&£Q O. ììm\[{x+y)/2, 2xy/(x+y)] |(aj,y)0,&) = [>J(a6), ^ab)] 
{Gregory App. ad veram circ. quadr. a,1668 p.7{ 

Cette P permet de calculer rapidement les racines carrés des nombres, 
car le premier membre converge rapidement. (y 

§qf» 25*1. Voir L. De S aneti s, StUla convergenza di alcune serie^ Gior- 
nale di Matematiche, a.1901. (p 

§ Dtrm 
•5i HpM . Uyi/e Cls'l'^m . t«-c=M' , aw • Numt^ = Numt/ .3- 
lli-'lfilu+lv) xDtrm(a, wft;)xDtrm(a, (l-m)-M' i (l-m)-c) |t?, 
(Cls, r"?n) ^ t?3(Numt? = Numtt)] =0 
^ 2'ìì mfiNj . ajbyCyde qF(l— m*l—m) : r,sel— m .3'>«* ^^>^) 
= :^[o{ryt)b(s,t) \t, I-m] . d{r,s) = l[a(t,r)h(t,s) \t, I-m] 
:3« ^^ 1'"^ • ^^ Cl8'l*"m . Numu=n . 
3«- 2 [Dtnn(c,wfw) |M,(Cls'l—m) ^ w3(Numt*=n)] = 
2[Dtrm(d,w!w) |M,(Cls'l'"m) ^ w3(NumM=n)] 
^ 2'-l m€2N4+l . oc qF(l— m!l— m) : r,s£l—m O*"»*- ^^y^) = 
^a(Sjr) :3« Dtrma =0 
•« W6 2N4 . ofi qF(l-m i 1— m) . te qF(l— m/2 f l—m/2) : r,sfi 
l"'m .3'>«- ^^>^) ^ ^^5;^) ^ a(m+l— s,m+l— r) : A,te l—m/2 
Oa,z. 6(^,0 = a(A, m/2+Q + a(m— ;i+l, m/2+0 O 
ptrm&)* = Dtrma { Gùnther Determ. j 

'3 me 2Ni . ae qF(l— m i 1— m) : r^se 1— m O*"»*- ^^>^) = 
— a(s,r) Q. Dtrma = {2[(— l)»a(l,s)>][Dtrm (a,2-m-tó ; 2-mKs)] 
s,2'"m]j* 
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. L'expression qui élevée au carré donne la valeur du déter- 
minant hémisymétrique d'ordre pair, est dite le « pfaflBen des 
éléments du déterminant >. Jacobi (JfM. t.2) a ìndiqué le 

pfaffien par la notation (1,2^ ,m), 

^ 3*4 m,n€ N^ . ae qF(l—m i l""m) . be qF(l—n ! l"'n) . 
ce qF(l'"mn i 1—mn) : r^ss V"m . h,lel"'n .3^,«,A,?. 
c[n(r— l)+/i, n(s-'l)+l] = a{r,s) X b(hjt} :'^. 
Dtrme = (Dtrma)^ X ptrm6)w» } Kronecker JfM. t.72 } 

^ 5. m,njpéS^ .3 

M Dtrm[C(/i+r +s,r) |(r,s), O—m i O—m] = 1 

•2 Dtrm[C(n+m+r+s,n) |(r,s), 0— mi 0— m] fi ^1 w e— 1 

•3 n^p+m .3 Dtrm [C(n+r, p+s)|(r,s), 0'"m50*"m ] 

= /7[C(n+m— r+l)|r, 1-p] / /7[C(m+r,m+l) |r, 1-p] 

{ Zeipel , Om Determinanter... Lunds Univ. Ars-vSkrift, a.l865| 

•4 mfiN,+l . ae N^Fl-m .3- Dtrm [C(a^,s)|(r,s), 
1-mfO— (m— 1)] = {-l)»«('*-i)'2;jj;j [(^^_^j|5^ 1- (r— l)]|r, 

2-mj / //[r^-y, 2-(m— 1)] 
j Stern, JfM. t.66 a.l865j 

Cpl ^ complément 

^ 84 Hpl4 . m=l . 3. Cpla =1 

Hpl'l . mcN^+l . r,s£ 1— m .3* 
Cpl(a,r,s) == (— l)''-''Dtrm[a, (l-m)-er 5 (l-m)-^] Df 

Cpl(a,r,«) est dit complément algébrique de Télément (r,^) da déterminant a, 

•2 Hpl-i : re 1— m .3- Dtrma = 2[a{r,s)Cpl(a,r,s) |s,l— m) 
'3 HplM : h,le I-m . h^=il .3 2[a(/i,s) Cpl(a,/,s) |s, 1— m] =0 
•4 Hpl'i . Afiq . h,le 1— m . /i-c=Z : rfi l'"m .3r' 

Cpl(a,r,A) = ftCpl(a,r,/) 3- I^trma =0 
•5 Hpl-i . Dtrma=0 : h,le 1— m .3^,^- Cpl(a,A,/) -c=0 3* 

aqr>A3[r£ l""m 3r* C!pl(a,r,A) = ACpl(a,r,Z)] 
'6 . meN^ . a^be qF(l— m i 1— m) . a?fiq : ryse V"m 3^»** 

b(r,s) = a(r,s)+a7 3- 

Dtrmft = Dtrma+a?2t2[Cpl(a,r,s) |r^ 1— m]|s, l'"mj 

^ 9'i HplM . Dtrma =0 . u^ve Clsl"'m . Numu ^ Numt? 5^2 
3« Dtrm(Cpla,w!t?) =0 
•2 Hpl'4 . w,t?fi Cl8'l'"m . aw . Numu = Numt? .3* 

Dtrm(Cpla, wf^) = 
{—Ifdu+lv) xptrma)f^umw— 1) xptrm[a,(l-m)-w!(l-m)-r] 
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•3 HpM : r,S£ I-m .3- Clp(Cpla, r,s) = a(r,5)X(Dtrma)(yw— 2) 
'4 Hpl'i .3 

DtrmjCpl[Cpl(a,r,s) |(r,s)], 1-mfl-m} = (Dtrma)(ym— 1)" 
•5 Hpl-l . r,seV"m .3- Dtrma = a{r,s)Cpl(a,r,s)— 
(— IK+^lUK— l)P+^a(r,Oa(p,s)Dtrm(a, I-m -ip -eri l-m-ei«) 

|Z, l'-m-is] |p, 1— m-irj 
•6 meS^ . afiyCyde qF(l— mll'-m) : r^se V"m .'^r.s. c(r,s) = 
2[a(rjf)b{Sjf) \tjV"m] . rf(r,s) = 
2[Cpl(a,r,0 Cpl(6,s,Ó |/,l-m :3.,«. d(r,s) = Cpl(c,r,s) 
•7 meNj . de qF(l— w;l-m) : r^se 1— m .'^,s. c^r^s) =^a(Syr) 

0^»«- Cpl(a,r,5) = Cpl(a,s,r) 
•8 me N^ . afi^CyCle qF(l— m i l'-m) . hyke q : r,s8 V"m .3'»** 
^r,s) = /ki(r,s)+**(^,s) . d(r,s) = ACpl(a,r,s)+ACpl(6,r,s) :3 
Dtrmc = Dtrma x Dtrmò X Dtrmd 

{ SiAGOi Annali di Mat. t.5 p.296 ( 

Cantoni 

§Subst 5-05 heq .3 Dtrm(a+h) = 

l\h^ 2[Dtrm(a, uiu) |w, (Cl8'l-n)/^Ma(Numu = n— Qj |<, O-'w} 

Camtoni 

§ Subst 16-2. Voir F. Giudice, SuUa trasfarmaehne degli integraU, 
Le Matematiche pure ed applicate, a. 1901. (p 

§^ 

1-86 ^ €4-2^+2v|3/3 + >J6/3-2«X-* 
{ George Peibce, A cuvìoìàs approximate construction 
for n, AmericanB. a.l901 p.426 | (p 

3-31 4/n = 2{[C(/2, n)]« |n, N.j = l+/4+/(2x4)«+... 

{ FORSYTH Mm. a.l883 t.l2 p.l42 } (v 

10-6 ofiQ . meN, .3 S[/(a"+a^*+* |a?,Q] = 

17)(2r-l)/(2r) |r,l-m(^/(2a«~^*) 

Boggìo 

§ sin 

§sin 14*3. Cette P est commode pour le calcai nomérìqae de S)/>| [(ocse)* 
4-((&sa;)'] \x, Bxl2\^ ainsi qu'il resulto de la 14-31 qui suìt, a été donneo par 
Lagrange sous une autre forme.( TurinM. a.l784 1.2 ; (Ehivres t.8 p.272). (y 



j 
I 






.-J.«... 
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14-31 S\/y\[{acxY+(b^y] K «^/2| = 

n^ I mod lim{[(a?+y)/2, >KaJi/)] \(x,y)\^(afi) \n (v 

9'i2 ajfi q-n .3 ^/[8(^]' = 2[/(^+^)* |W; n] 

ll'ii a?£ q- un .3- D(/toft ^" W2; ^) = — /(sÌBur)* 
•7 a?e q- n7r/2 .3« I^(log sin, q-njr/2, a?) = /tnga? 
12'4 ofiQ .3- S(8ina? |aj, 0a) = 1— cos a 

[ Hp . §S P4-1 O. S(sinx |x, ©a) = limt(a/n)2[siii(ra/n) |r, 1-n] |nt (1) 
P6-3 O. 2tsin(ra/n) |r, 1-n] = siii(a/2) siii[(n+l>i/(2n)] /8in[a/(2n)] (2) 
(1) . (2) O. S(8iiuc \x, Sa) = 8in(a/2) lim|(a/n)sin[(w+l)a/(2n)] /sin[a/(2n)] |«| 

= 2sin(a/2) lim|sin[(a/2)(l+/n)] (a/2n)/sm[a/(2n)] \n\ 
= 2[8in(a/2)]» = 1— co8 a] 

16-4 S}(tng-*a?)/(l+a?) |a?, e\ = W8)log2 

Boggio 

VECTEURS 

§vct note, p.l92. Voir : 

F. Schur, Uéberdie OruncUagen der emometrie, MA. t.55 a.1901 p.265. 

(P 

Ha 3"36 (u+v)+w = {v-^-id^+u = (w+u)+v = u+v+w 

Si u'=t;'=:to' cette P exprime que: Dans tout trièdre les trois plana 
menés par les arétes et les bissectrices des faces opposées ont une droite 
commune. 

•5 {u^^w)^^ = (v — w)+u = (u+v) — IO = u+v — w 

Si u^z=.v^s:iu^^ cette P dit que: Dans tont trièdre les plans menés par 
les arétes et les bissectrices extérienres de deux des faces opposées à ces 
arétes et la bissectrice intérieure de la troisième face ont une droite 
commune. 

8-601 (a— c)X{&— c) =0 .=. {a—cf — (a— c)X(a— &) 
•64 2(c-6)x[a— (b+c)/2] = {a-by - (a-c)' 

Boggio 



empii cmp 

^ 16-02 Hp P16 O- 

(cmp||w)t; = .=. uxv =0 .y. v=0 
(cmp j_w)z? = .=. ve qu .u. v=0 

23-3 UfV^Du^Dve vctFq 3. I>(uxv) = uxDv + vxl>u 
•i w,DwfivctFq . modw = l .3. uxl>u = 

l uXuz=l.F'S,Z>F ì 

Boggio 
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§vct 34*9 u,v,%oe vct . u'=rr=M;*=l . ang(w;t?) =a . ang(t?;u?)=6 . 
aiig{t?,w) =c . ang(i(;;w,t?) =a' . 8Jig{u;v,u) =6 . ang(t?;w,i; =€' .3- 
sinc Sina + cose cosa cos& = 

sinc' Sina' — cose' cosa' cosò (v 

j Gagnoli Antonio, Trigonometria^ 2* ediz., Bologna a.l804 
p.332 } (V 

mt 53-21 Arc[(o+a?e'-'a) \x, 0x] = S[J(l+aJ^ \x, Sx] 

Are de la < spirale d'Archimede ». Voir la parabole. 

'5 meNj+l .3. Arc[ (o+me*<a+e'^a) \t, 2Q7i] = 8m 

[ Hp . taq .3. modD[(o+me*'a4-e»»*< a) |^, q, f] = wi mod(ei<+e»»»*0 = 

2w8in[(w— 1)^/2] (1) 

(1) . P53-1 .3. Arc[(o+mei«a+e«i<a) \t, 28^] = 
2ni(w--l) S{8in[(w— 1)</2] |^, 2e;r/(m— 1)| = 8m ] 
Le point considerò décrit la < roulette » engendrée par un point d*ane 
circonférence de rayon 1 qui roule, sans glisser, à Textérieur d*une autre 
circonférence fixe de rayon m — 1. 
Pour m=:2 on a la e cardioide propre » ou e Liina<;on de Pascal » . 

•6 te 2671 .3. Arc[(o+to+e*'fa) \t, St] = 8 [sin(^/4)]' 

La courbe considérée est dite « cyclolde propre > . Boggio 

§P 

mt 61-31 Hp P61 . u'k 3 du'k . /; Dfs qF(u'k) 7). 

Vifu^Kp) = {Pf)up X F(w,M 
Cette P donne la règie pour trouver le p d'une fonction de fonction. 

•il te vcWO .3- p[iX(p— a) |p, pnWa, p] =i 
•-i* p[ixU(p— a)|p,pnt-ca,p] = 

{i- [iXU(p— a)]U{p-a)j/mod(p-a) 
•8 p[log(p— a)* |p, pnWa, p] = 2U(p— a) / mod(p— a) 
•81 p[log mod(j)— a) |p, pnWa, p] = U(p— a)/ mod(p— a) 
'9 p[ang(p— a,il jp, pnUa, p] = 

[U(p— a) cos(p— a,f) — UiJ / [mod(p— a) sin(p— a,i)] Boggio 

^ 70* 7 (w+t?)a(t;+ w?)<»(^+ w) = 2 iwri^atc? 
71 '3 aev' .3* n^oda = mod(Ia) Df 

•i wfi vct . asv* . moda=l .[3- 
(empii a) w = (cmpj_la)w 

} = « composante parallèle à a de u » | Df 
(cmp_La)w = (cmp||Ia)w 

I = < composante normale & a de u » } Df 
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•-il (cmp||a)w =0 .=. t^ qla .u. w=0 

(cmpj_a)w =0 .=. uX(ia) =0 .w. t«=0 
•5 ang(w,a) = ang[M,(cmp||a)w] Df 

•6 u,v,we vcWO . tve qt(? . u's qv+qw . as=:vaw .3- 

ang(w,w') ;5 ang(w,a) 
•7 Oybe v*-iO .3 aiig(a,6) = ang(Ia,I6) Df 

Boggio 

4( SO'Sf 08 pnt . ifi vct-eO . rfiQ . modi ^r .3 

Volumlpnt ^ a?3[mod(a5— oXr , (a)—o)xi s Of]\ =: 
jT (r*— i*/3) modi 
•3 oc pnt . te vct-eO . reQ .3- 

Volum{piit'^a?3[mod[(cmpl.i)(a5— o)]<:;r. (a;— o)xifi 0i*]j 
= nr* modi 
•-i oc pnt . ie vct-eO . reQ . oe 0jr/2 .3- 

Volumtpnt ^ a?a[mod(a?— oXr . ang(a?— o,iX^] ! = 
27ir^ (1— cosa)/3 
•5 ofi pnt . ie vct-eO . ae 6n/2 3- 

Volum(pnt^a»[ang(ap— o,iXa . (a?— o)xi fi ©t*]j = 
;r(modi)'(tnga)' 

Ces quatre P renferment les règles poor trouver le volume: 

d'un segment de sphère de rayon r, dont une des bases est un grand 
cercle et la hauteur est modi; 

d'un cylindre droit de revolution, de rayon r, et de hauteur modt; 

d*un secteur sphérique de rayon r dont Tangle au sommet est 2a; 

d*un cdne droit de revolution dont l'angle au sommet est 2a, et la 
hauteur est modi. 

•6 0,0's pnt . a«Q . mod(o— oO <« .3' 

Volum|pnt ^ cìC3[mod(x—o) + mod(a?— 0') <a] j 

Cette P esprime le volume d'un ellipsoYde de revolution dont 0^0' sont 
les foyers Qt le plus grand axe est a. Boggio 

^ 81-2 Hp P80-2 3. 

Area j pnt « x3[mod{x^o)=r . (x^ójxi s S^]\ = 2jrr modi 
•3 Hp P80-3 .3- Areajpnt ^ a?3[mod((cmpJ_i)(a?— 0)] =r . 

(a?— o)Xt e 0f]\ = 2nr modi 
•-i Hp PSOu 3- Areajpnt f^ ir3[mod(a?— 0)=^' . ang(a;— o,iX^]} 

= 2^(1— cosa) 
•5 Hp P80-5 3- Areajpnt ^ a:5[ang(a;— o,f)=a . {x—o)xi e 6t*] j 

= Tripsina /(cosa)' Boggio 
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§vct 81-6 OS pnt . a,h,CB U'(vct-eO) .3 Area[o+U*(vcWO)] ^ ' 
QS3{(c^o e Qfl+Qp+Qjc = ang(a; 6,^) + ang(6; c,a) + ang(c; a fi) —n 

\ Habriot, a. 1603 dans les Mss. inédits, qui vont paraitre 
dans le BuUett. di Storia d. Mat. a.l902, p.l ; . 
Girard, a.l629; Cavalieri, a.l632 | 

Cavalieri ena publié le premier une démonstration complète. (v 
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